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口 
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从 K. Weierstrass 以 来 , 人们 久 已 十 分 关心 团 区 间 上 的 连续 函数 列 以 及 它们 的 收敛 性 . 在 


泛 函 分 析 、 微 分 方程 、 代 数 拓扑 、 微 分 几何 和 概率 论 及 数学 许多 分 支 的 应 


数 集 的 极限 问题 , 这 是 数学 中 最 常见 的 现象 之 一 . 通过 在 函数 集 上 定义 一 些 


j 中 第 出 现 寻 求 函 
自然 的 拓扑 ， 借 


C 


助 一 般 拓扑 的 方法 这 类 问题 可 转化 为 函数 空间 的 拓扑 . 拓扑 化 从 一 个 拓扑 空间 到 男 一 个 拓 


AN 


+ 


Nop 


U. Dini, 1883 年 G. Ascoli, 1889 年 C. Arzeli, 1897 年 本 Hadamard 就 
E 研 究 连续 函数 集 的 收敛 问题 时 引入 了 度 
界 度量 拓扑 . 在 一 般 拓扑 学 发 展 早期 , 拓扑 学 家 讨论 的 函数 空间 


研究 . 1906 年 M. Fréchet 在 


上 确 


间 的 连续 函 


数 集 的 


思想 正 是 来 


自 函 数 序 列 的 点 态 收敛 和 一 致 收敛 的 概念 . 早 在 1878 年 


始 从 事 函 数 空 间 理 论 


= 时 
导 个. 


的 
间 的 概念 ， 并 探讨 了 
拓扑 首先 是 以 分 析 为 背 


景 的 点 态 收敛 拓扑 和 一 致 收敛 拓扑 . 1945 年 R. Fox 定义 了 连续 实 值 函 数 集合 上 的 紧 开 拓扑 ， 


引导 人 们 关注 函数 空间 的 拓扑 性 质 . 1976 年 A. Arhangelskii 的 论文 “On some topological 


spaces that occur in functional analysis” 是 一 般 拓 扑 学 对 于 函数 空间 系统 丰 
R. A. McCoy 和 I Ntantu 的 著作 “Topological properties of spaces of continuous functions” 和 


1992 年 A. Arhangelskii 的 著作 “Topological function spaces” 进 


全 
九 . 


1991 年 作者 与 广西 大 学 刘 川 教授 在 四 川 大 学 数学 研究 所 访问 期 间 , 与 四 川 大 学 滕 } 
函数 空间 的 论著 ,开始 在 
外 刊物 发 表 论 文 . 1994 年 项 目 “ 点 集 拓扑 《编号 19476010) 和 “函数 空间 的 拓扑 性 质 ”( 纺 
国家 自然 科学 基金 资助 强 有 力 地 文 持 了 作者 从 事 函 数 空间 的 研究 . 本 书 的 部 


授 一 同 研读 了 A. Arhangel’skii, R. A. McCoy 和 了 Ntantu 等 关 卫 


19501023) 获 得 


分 内 容 还 来 日 


国家 自然 科学 基金 资助 项 


J 上 者 


年 


究 的 标志 . 1988 
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目 “ 集 论 拓 扑 在 广义 度量 理 


论 和 和 覆盖 理论 的 应 用 ” 


动 了 函数 空间 理论 的 和 


经 教 
国内 


叮 
与 


( 编 


号 19971048) 的 部 分 研究 成 果 . 


函数 空间 讨论 的 中 心 问题 之 一 是 寻求 拓扑 性 质 P 和 Q 使 得 空间 X 具有 性 质 P 当 且 仅 当 


函数 空间 CCX, 到 具 有 性 质 Q. 度量 空间 是 数学 研究 的 主要 对 象 之 一 , 函数 空间 理论 最 基本 


的 内 容 是 它 的 度量 性 . 20 世纪 70 年 代 以 来 广义 度量 空间 理论 和 集 论 拓扑 中 的 基数 函数 理论 
取得 了 巨大 成 就 , 所 以 函数 空间 的 广义 度量 性 质 及 基数 函数 性 质 是 我 们 探索 的 重点 之 一 . 本 
书 由 二 部 分 共 六 章 组 成 . 第 一 部 分 介绍 紧 空 间 、 仿 紧 空 间 、 度 量 空 间 及 度量 空间 的 连续 映 象 . 
第 二 部 分 介绍 连续 函数 空间 的 拓扑 结构 、 基 数 函 数 及 茶 些 重要 的 广义 度量 性 质 . 由 于 函数 空 
间 共 有 较 丰 富 的 结构 ， 同 时 与 泛 函 分 析 、 概 率 论 等 分 文 有 密切 的 联系 ,限于 作者 的 水 平 , 在 
此 只 能 介绍 一 些 最 基本 的 内 容 , 包括 了 作者 近年 来 在 度量 空间 映 象 及 函数 空间 理论 的 部 分 


研究 成 果 . 在 材料 的 组 织 中 ,第 一 部 分 主要 参考 了 R. Engelking 的 “General Topology” 和 作者 


的 “广义 度量 空间 与 映射 ” 第 二 部 分 主要 参考 了 R. A. McCoy 与 I Ntantu 的 “Topological 


Properties of Spaces of Continuous Functions” 和 A. Arhangel’skii 的 “General Topology III: 


Paracompactness, Function spaces, Descriptive theory” 部 分 史料 还 来 自 C. E. Aull, R. Lowen 


主编 的 “Handbook of the History of General Topology” 和 胡 作 玄 ， 邓 明 立 的 《420 世纪 数学 思想 》 
只 要 读者 了 解 点 集 拓扑 学 的 一 些 初步 知识 ， 如 学 习 了 能 金城 的 《点 集 拓扑 讲义 》 或 添 保 明 , 菏 
继 光 和 胡 淑 礼 的 《拓扑 学 》, 就 可 顺利 地 阅读 本 书 . 


近 10 年 来 围绕 J. van Mill 和 G. M. Reed 主编 的 “Open Problems in Topology” 中 的 相关 问 


题 ， 函 数 空间 理论 获得 了 很 大 的 发 展 . 2001 年 J. van Mill 的 力作 “The Infinite-Dimensional 
Topology of Function Spaces” 表 明 函 数 空间 的 研究 是 一 般 拓扑 学 中 很 有 活力 的 研究 方向 . 本 
书 的 出 版 将 使 近年 来 活跃 的 “度量 空间 上 连续 映射 及 连续 函数 空间 上 拓扑 性 质 ” 的 研究 方向 
融 为 一 体 , 希望 国内 有 更 多 的 年 青 数学 工作 者 投身 于 该 方向 的 研究 , 不断 提升 拓扑 学 的 研究 
水 平 , 为 继续 扩大 我 国 一 般 拓扑 学 的 国际 影响 作出 更 大 的 贡献 .本 书 的 部 分 书稿 曾 在 福建 师 
范 大 学 数学 系 2000 级 研究 生 及 宁德 师范 高 等 专科 学 校 的 青年 教师 讨论 班 中 讲授 过 . 感谢 美 
国电 子 杂 志 “Topological Commentary" 主 编 M. Henriksen 教授 提供 部 分 拓扑 学 家 的 史料 , 感 
谢 福建 师范 大 学 对 作者 聘请 为 基础 数学 学 科 特 聘 教授 提供 宽松 的 工作 条 件 . 本 书 的 出 版 应 
特别 感谢 戴 牧 民 教授 、 吴 利生 教授 的 热情 推荐 . 

谨 以 本 书 献 给 我 的 导师 高 国士 教授 85 岁 寿 撒 . 


2003 年 5 月 23 日 于 福 曹 币 沿 大 学 


第 一 章 ” 紧 空间 与 仿 紧 空间 
8$1.1 紧 空 间 
8$1.2 可 数 紧 空间 
81.3 逆 紧 映射 与 紧 化 


$1.4 仿 紧 空间 


$1.5 Michael 定理 


§1.6 局 部 紧 空 间 
$1.7 ”Cech 完全 空间 
第 二 章 ”度量 空间 


$2.1 度量 空间 


8$2.2 ”度量 空间 是 仿 紧 空间 


$2.3 ”度量 化 定理 


§2.4 ”Hanai-Morita-Stone 定理 


8$2.5 度量 空间 的 完全 性 
§2.6” 零 维度 量 空间 的 映 象 
第 三 章 ”Ponomarev 方法 
§ 3.1 ” 弱 第 一 可 数 空间 

§ 3.2” 商 映 象 

§ 3.3” 开 映 象 

§ 3.4 紧 履 盖 映 象 

§ 3.5 商 s 映 象 

§ 3.6” 闭 映 象 

第 四 章 一 致 空间 与 函数 空间 

§4.1 一 致 空间 

$4.2 ”拓扑 群 

8$4.3 ” 集 开拓 扑 

$4.4 一 致 收敛 拓扑 


$4.5 自然 映射 
8$4.6 几 个 经 典 定 理 

第 五 章 C, (X, R) 的 基数 函数 
§5.1 网 络 权 、 筒 密度 与 胞 腔 度 
§5.2 伪 特 征 、 特 征 


8§5.3 权 、 弱 权 


§5.4 Tightness、 遍 tightness 


$5.5 ”Fréchet 性 质 
$5.6 ”完全 性 
第 六 章 C ,理论 初步 
§6.1 Monolithic 空间 与 stable 空间 
§6.2 ”Hurewicz 空间 
$6.3 ”Baire 空间 


参考 文献 
索引 


第 一 章 ” 紧 空间 与 仿 紧 空间 


拓扑 空间 X 称 为 紧 空间 , 若 X 的 每 一 开 履 盖 有 有 限 的 子 覆 盖 . 紧 空间 是 拓扑 空间 理论 中 
极其 重要 的 空间 类 , 分 析 学 中 的 许多 性 质 与 紧 性 有 关 . 但 是 像 人 们 所 熟知 的 实数 空间 却 不 是 
紧 空间 , 所 以 紧 性 限制 了 人 们 进一步 探索 更 广泛 的 数学 对 象 . 从 根本 上 说 ， 紧 性 所 反映 的 
“有 限 子 覆盖 ”是 一 种 “有 限 ” 性 质 . 突破 对 空间 中 集 族 有 限 性 限制 的 关键 是 在 拓扑 空间 论 


的 研究 中 采用 局 部 有 限 集 族 . 这 导致 了 1944 年 法 国 Bourbaki 学 派 的 领导 人 之 一 芽 


Dieudonné(1906-1992) 引 入 了 仿 紧 空间 的 概念 ， 紧 空 间 和 度量 空间 都 是 仿 紧 空间 ， 而 T, 的 仿 


紧 空间 是 正规 空间 . 虽然 仿 紧 空间 的 出 现 迟 于 紧 空间 和 度量 空间 , 但 它 的 建立 立刻 引起 了 拓 
扑 学 和 分 析 学 工作 者 的 极 大 兴趣 ,拓扑 学 和 分 析 学 中 的 许多 定理 或 定理 的 证 明 得 到 深化 或 


简化 , 而 局 部 有 限 集 族 及 相关 的 “ 闭 包 保持 集 族 ”等 概念 成 为 研究 一 般 拓 扑 学 的 有 效 和 自然 
的 工具 . 


仿 紧 空间 的 理论 是 非常 丰富 的 ,为 了 本 书 讨论 度量 空间 及 函数 空间 的 需要 ,本 章 在 叙述 
紧 空 间 的 基本 性 质 之 后 , 主要 介绍 1953 年 , 1957 年 E. Michael 关于 仿 紧 性 的 刻画 及 相关 的 逆 
紧 映 射 、 局 部 紧 空 间 和 Cech 完全 空间 的 部 分 结果 . 


本 书 中 如 未 特别 说 明 ， 以 及 表示 实 直 线 ，@ ，N, I,Q@ 和 P 分 别 表示 及 的 自然 数 集 ， 正 整数 


子 集 , 单位 闭 区 间 ， 有 理 数 子 集 和 无 理 数 子 集 ，@w 也 表示 最 小 的 无 限 序数 . 记 Si={0}U {lm : 


ne N}. 对 于 集合 X， 以 |X 废 示 集 合 X 的 基数 . 对 于 拓扑 空间 (简称 空间 )X， 7 (X)( 在 不 引起 


混淆 时 记 7 ) 表 示 X 上 的 拓扑 . 对 于 空间 X 的 子 集 族 P, 记 UREUP : PeP}(P 的 并 )， 


门 门 {P : PeP}(P 的 交 )，P={P : Pe P}(P 的 闭 包 )， 以 符号 四 表示 命题 论证 结束 或 命 


是 不 证 自明 的 . 


陪 


Ee 


本 书 的 结果 都 是 在 ZFC(Zermelo!-Fraenkel*-Choice Axiom) 系 统 中 讨论 , 使 用 了 选择 公理 


的 一 些 等 价 形式 ， 如 Tukey 引 理 ( 引 理 1.1.11), Zermelo 良 序 定理 ( 引 理 1.5.3) 和 Zorn 引 理 ( 引 理 


3.3.6). 以 ZF 表示 Zermelo-Fraenkel 公理 系统 ,个 别 章节 讨论 了 一 些 ZF 的 命题 及 选择 公理 的 


! 德国 数学 家 E. Zermelo(1871-1953), 他 是 德国 数学 家 H. A. Schwarz(1843-1921) 的 学 生 . 
”德国 数学 家 A. Fraenkel(1891-1965), 他 是 德国 数学 家 K. Hensel(1861-1941) 的 学 生 . 
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作用 . 特别 提醒 读者 注意 , 为 了 不 同 的 需要 , 本 书 的 部 分 章节 预先 假定 拓扑 空间 满足 适当 的 


分 离 性 质 , 如 $2.3 设 工 ,分离 性 质 , 第 三 章 设 T ,分离 性 质 ， 第 五 、 六 章 设 完全 正则 且 T 分 离 


性 质 . 


$1.1 紧 空间 


设 X 是 拓扑 空间 , A 是 X 的 子 集 , UY 是 X 的 子 集 族 . U 称 为 A 的 覆盖 (covering), 若 


ACUU. 若 U 和 VV 都 是 A 的 履 


半 
I 


VCcU, 则 称 儿 是 的 子 覆 盖 (subcovering). 若 履 盖 的 


元 是 X 的 开 ( 闭 ) 子 集 ， 则 称 这 歼 盖 是 开 ( 闭 ) 歼 盖 . 若 履 盖 由 有 限 ( 可 数 ) 个 元 组 成 , 则 称 这 履 盖 


是 有 限 ( 可 数 ) 履 盖 . 


1894 年 法 国 数学 家 瑟 Borel(1871-1956) 证 明了 实数 集中 闭 


= 


有 有 限 的 子 覆 盖 ，1903 年 法 国 数学 家 H. Lebesgue(1875-1941) 训 


区 间 的 每 一 可 数 的 开 履 盖 具 


FE 明了 实数 旨 


履 盖 具有 有 限 的 子 履 盖 . 1923 年 苏联 数学 家 P S. Alexandroff(II. C. ArercaHrpoB， 


中 闲 区 间 的 每 一 


2 


1896-1982) 和 了 S. UrysohndI. C. ypsIcoH, 1898-1924) 给 出 了 紧 空 间 的 概念 . 
定义 1.1.1 拓扑 空间 X 称 为 紧 空 间 (compact space), 若 X 的 每 一 开 履 盖 有 有 限 的 子 履 


六 
II . 


紧 空 间 有 许多 的 等 价 刻画 .一 利 


直接 而 简明 的 方式 是 借助 有 限 交 性 质 得 到 的 . 集合 X 的 


子 集 族 二 {F。}。 称 为 具有 有 限 交 性 质 (finite intersection property)， 若 的 每 一 有 限 子 集 的 


交 不 空 , 即 如 果 工 是 A 的 有 限 子 集 , 则 门 ,FF #2. 


定理 1.1.2 ”拓扑 空间 X 是 紧 空 间 当 且 仅 当 X 的 每 一 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 的 交 不 空 . 


证 明 设 X 是 紧 空间 是 志 {F。} os 是 X 的 共有 有 限 交 怕 


则 {XNF。} ,是 X 的 开 覆 盖 ， 


以 X=U ,i (XNF,), 即 门 ,iF,= 名 ,从 而 F 不 具有 有 限 交 怕 


反之 , 设 空间 X 的 每 一 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 


LE 质 的 闭 集 族 . 车 门 ,AF ,= 人， 


-是 存在 人 的 有 限 子 集 工 使 得 {X\\EF。)} ,i 是 X 的 覆盖 ,所 


Ct 


LE 质 ,矛盾 . 故 站 FEF_ = 人 


话 的 交 不 空 且 U={U。} .是 X 的 开 履 盖 ， 则 


站 ,a (XNU,)=@. 由 于 每 一 XU 。 是 和 的 闭 集 , 于 是 存在 人 的 有 限 子 集 工 使 得 门 sr (X 


”两 人 均 是 苏联 数学 家 、 莫 斯 科 数学 学 派 的 黄 基 人 之 一 N. Luzin(H. JIy3an, 1883-1950) 的 学 生 . 
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入 Us )= 人 @, 即 X=U 。rU。, 所 以 多 有 有 限 子 履 善 . 


推论 1.1.3 紧 印 


3 也 是 XX 的 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 ，| 


空间 的 闭 子 集 是 紧 的 . 


证 明 设 X 是 紧 空 间 ,F 是 X 的 闭 子 集 . 设 F 是 子 


紧 空间 的 重要 怕 


E 之 一 反映 在 它 可 获得 


或 Hausdorff 委 


不 相交 的 开 邻 域 


证 明 固定 xeA. 对 于 每 一 ye B, | 
邻 域 口 ,和 V ,, 于 是 {V , } yes 是 X 的 紧 子 集 B 的 开 履 盖 , 所 以 存在 有 限 子 集 {V ， } js, 覆盖 


B. 念 杂 3E 们 i<n 


时 {U ,} ,是 X 的 紧 子 集 A 的 
V= 们 owV。， 则 UU 和 YV 分 别 是 A 和 B 在 X 中 不 相交 的 开 邻 域 . 上 


空间 X 称 为 正规 空 


推论 1.1.5 


证 明 设 X 是 紧 


空间 , 若 X 了 
定理 1.1.4 设 X 是 T, 空间 . 车 A 和 B 是 X 的 不 相交 的 紧 子 集 , 则 A 和 B 在 X 中 


U, ,V .=U i<n 


因此 ,X 是 紧 空 间 . 目 


限 交 性 质 的 闭 集 族 ， 则 


空间 F 的 共有 有 


EE 1.1.2, 2 的 交 不 空 , 所 以 F 是 X 的 紧 子 空间 . 秆 


由 和 定 到 
} 较 好 的 分 离 性 质 . 空间 X 称 为 ,空间 (T , -space) 


FP 不 同 的 两 点 存在 不 相交 的 邻 域 . 


存在 


于 X 是 T, 空间 , 存在 X 中 点 x 和 y 的 不 相交 的 开 


F 邻 域 . 这 


V ,， 则 器 ,和 V ,分 别 是 x 和 B 在 X 中 不 相交 的 天 


RR{U 。 } 1 禾 访 A. 让 U=U kemU x 


Ff 覆盖 ,存在 有 限 子 4 


E 间 (normal space”), 若 X 中 不 相交 的 闭 集 存在 不 相交 的 邻 域 


FE 规 空间 


三 


E 论 1.1.3, A 和 B 都 是 


紧 的 T, 空间 是 


的 T, 空间 . 若 A 和 B 是 和 
FP 不 相交 的 帮 


FP 不 相交 的 闭 集 ， 由 
F 邻 域 . 所 以 X 是 正规 空间 . 国 


E81.1.4, 存在 A 和 B 在 XH 


定 怕 


X 的 紧 子 集 ， 再 
推论 1.1.6 T, 空间 的 紧 子 集 是 闭 集 . 


证 明 设 X 是 T, 空间 


KK 是 X 的 紧 子 集 . 对 于 X 中 每 一 不 属于 K 的 点 x， 由 定理 1.1.4， 


EU 和 YV 使 得 KcU 月 xeV, 于 是 VN 站 K= 攻 , 所 以 K 是 X 的 闭 集 . 目 


存在 X 中 不 相交 的 开 自 
上 述 几 个 结果 都 是 在 T, 空间 中 得 到 的 . 例 1.1.7 表明 紧 的 T 空间 未 必 是 T, 空间 . 空间 


RSE 


4 逢 轩 
德国 


数学 家 下 Hausdorff(1868-1942), 一 般 拓扑 学 的 英 基 人 之 一 . 


5 1923 年 


9 1907 年 由 名 


奥地利 数学 家 H. Tietze(1880-1964) 定 义 . 
匈牙利 数学 家 F. Riesz(1880-1956) 定 义 . 


和 V 使 得 x&eV 且 y&U. 空间 X 是 T 空 间 等 价 于 X 的 每 一 单 点 集 是 X 的 闭 子 集 .T， 


Ti 空间 . 


虑 
江 


例 1.1.7 有 限 补 空间 (Steen, Seebach[1978]): 紧 的 T 空间 . 


设 X 是 一 无 限 


时 . 令 T ={ 久 }U {UCX :XNU 是 有 限 集 }. 则 z 是 X 上 的 拓扑 . 拓扑 空 


间 (X,， 7 ) 称 为 有 限 补 空间 (finite_ complement space), TT 称 为 X 上 的 有 限 补 拓扑 (finite 


complement topology). 设 多 是 空间 X 的 开 履 盖 , 让 U 是 中 的 非 空 元 , 则 XNU 是 有 限 集 ， 


于 是 存在 U 的 有 限 子 集 久 覆盖 X\U， 那 么 YU U{U} 是 的 有 限 子 覆盖 . 故 X 是 紧 空间 . 显 


然 ,X 的 每 一 单 点 集 是 X 的 闭 集 , 所 以 X 是 T| 空间 . 由 于 X 中 任 两 个 非 空 开 集 必 定 相 交 ,， 所 


以 X 不 是 T, 空间 .时 


紧 空间 的 重要 性 之 二 在 于 它 共 有 


民 好 的 映射 性 质 . 在 叙述 紧 空 间 的 映射 性 质 之 前 ， 先 说 


SN 


明 几 个 有 关 函 数 的 术语 与 记号 . 本 书 中 的 函数 (function) 与 映射 (napping) 是 不 同 的 概念 . 映 


满 函数 ， 且 空间 XX 上 共有 性 质 P 则 空间 Y 也 具有 性 质 P 设 函 数 芷 X 一 站 若 忆 和 了 ?分 别 是 集 


合 X 和 YY 的 子 集 族 ， 


在 f 的 逆 象 . 


设 中 是 一 函数 类 ,P 是 一 拓扑 性 质 , 称 中 保持 PB 若 fX 一 YY 是 类 中 中 的 


记 f(P)={f(P) :PeP},f (={f (FP) :FeF), 分 别称 为 罗 在 f 的 象 和 F 


定理 1.1.8 ”映射 保持 紧 性 . 


证 明 设 X 是 紧 空间 且 fX 一 是 连续 的 满 函数 . 让 W 是 空间 Y 的 开 和 覆盖 , 则 全 (2 


是 空间 X 的 开 歼 盖 ， 


空间 . 国 


于 是 f …( 幼 存在 有 限 子 覆 盖 勾 那么 f(D 是 U 的 有 限 子 覆 盖 . 故 Y 是 紧 


回忆 闭 映 射 和 同 胚 的 概念 . 设 映 射 fXx 一 Y.f 称 为 闭 映射 (closed mapping), 若是 XX 的 


闭 集 , 则 KB) 是 立 的 闭 集 .f 称 为 同 胚 (homeomorphism)， 若 是 单 (或 一 对 一 , injective) 映 射 且 


fi:Y 一 XX 是 映射 . 


同 胚 是 闭 映射 , 映射 未 必 是 闭 映射 (练习 1.1.3). 开 映 射 是 与 闭 映 射 相对 


的 映射 . 映射 fxX 一 >Y 称 为 开 映 射 (open mapping), 若 U 是 X 的 开 集 ， 则 f(U) 是 YY 的 开 集 . 为 


时 


A 


了 叙述 的 简明 起 见 ， 
), 则 fg 是 fCX) 的 闭 集 ( 开 集 ). 


称 函数 fX 一 站 是 相对 (relatively) 闭 的 (相对 开 的 ), 若 下 是 XX 的 闭 集 ( 开 


推论 1.1.9 紧 空 间 到 T, 空间 的 映射 是 闭 映射 . 


证 明 设 X 是 紧 空 间 ,Y 是 T, 空间 且 fX->Y 是 连续 的 满 函 数 . 若 F 是 X 的 闭 集 由 推 


论 1.1.3,F 是 XX 的 紧 集 又 由 定理 1.1.8, f(D 是 Y 的 紧 集 再 由 推论 1.1.6,f( 马 是 Y 的 闭 集 . 故 
f 是 闭 映射 . 国 


推论 11.10 ” 紧 空 间 到 T, 空间 上 的 连续 单 射 是 同 胚 . 


证 明 设 X 是 紧 空 间 ,Y 是 T, 空间 且 映 射 EX->Y 是 单 射 . 由 推论 1.1.9,f 是 闭 映射 , 于 


是 f71:Y >X 是 映射 . 故 f 是 同 有 斥 . 目 


紧 空间 的 重要 性 之 三 是 紧 空 间 具 有 优美 的 积 空 间 性 质 ， 即 Tychonoff 积 定 理 . 回忆 1930 


年 苏联 数学 家 A. Tychonoff "(A. TxxoHoB，1906-1993) 定 义 的 积 空 间 的 概念 . 设 {(X ,， 


T ,)} sen 是 一 族 拓扑 空间 . 让 X=]] 。、X。 是 笛 卡 儿 积 集 (或 直 积 集 ), 每 一 p, :X 一 X。 是 


QeA’~a 


影 函 数 (projective function)， 即 对 于 x=(x。)eX, p (Xx)=x。. 记 S={p2 (U,) UETs 


Q eA}. 则 5S 是 集合 X 上 某 拓扑 7 的 子 基 (subbase), 即 S 中 任意 有 限 个 元 交 的 全 体 构成 的 


注 
Dy ~ 
W 
Pa 
Dad 
| 


上 某 拓扑 了 的 基 . 则 全 {II 。U。: Ue7，。， 且 除 有 限 个 a 外 U,=X,。}.S 


称 为 X 的 基本 子 基 (basic subbase), 台中 的 元 称 为 X 的 基本 开 集 (basic open set). 拓扑 空间 (X， 


T ) 称 为 拓扑 空间 族 {(X 2%)} oan 的 积 空 间 (或 Tychonoff 积 空间 , product space), 拓扑 7 称 


为 积 拓扑 (或 Tychonoff 拓扑, product topology). 这 时 每 一 投影 p,:X 一 X ,是 开 映 射 . 上 述 积 


拓扑 简称 以 投影 方式 产生 的 拓扑 . 


Tychonoff 积 定理 的 证 明 依 赖 E. Zermelo 提出 的 选择 公理 (choice axiom 或 axiom of choice， 


Zermelo[1904]). 下面 介绍 的 Tukey* 引 理 是 选择 公理 的 一 种 等 价 形式 . 称 集 族 各 是 有 限 特 征 
的 (finite character)， 如 果 AeA 当日 仅 当 若 B 是 A 的 有 限 子 集 则 Be Ak. 


引 理 1.1.11 (Tukey 引 理 [1940]) 若 各 是 有 限 特征 的 集 族 , 则 4% 存在 极 大 元 ,， 即 存在 


Au Ee 难 满足 : 对 于 每 一 AeA, 如 果 AuvCA, 那么 A=Au. 国 


定理 1.1.12 (Tychonoff 积 定理 [1935]) 一 族 紧 空间 的 积 空间 是 紧 空 间 . 


证 明 设 {(X ，7 ,)} ,是 紧 空 间 族 . 让 X=[I ,_、X。 是 积 空间 . 记 中 ={P 是 XX 的 子 


”苏联 数学 家 了 Alexandroff(1896-1982) 的 学 生 . 
”美国 数学 家 本 W. Tukey(1915-2000). 数学 家 C. H. Dowker( 加 , 1916-1982), R. H. Fox( 当 
Tukey, A. H. Stone( 美 , 19162000) 等 都 是 美国 数学 家 S. Lefschetz(1884-1972) 的 学 生 . 


1913-1973), J. W. 


A 
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则 Fe 


站 又 关 纪 


由 2F 的 极 大 性 , 有 


， 且 由 Tukey 引 理 ， 存 在 中 的 极 大 元 F236 二 为 了 i 


集 族 : 上 共有 有 限 交 性 质 }, 则 @ 是 有 限 特 征 的 . 大 是 空间 X 的 具有 有 限 交 伯 


(12.1) 车 X 的 子 集 B 使 得 对 于 每 一 AsFu 有 AmBz 纪 , 则 Be Fu 


(12.2) 大 {A } x SFo, 则 站 AsFo 


| 


x Ee 门 {p,(A) : AeF,}. 设 U, 是 x 在 空间 


U, np (A) 名 ,于 是 p2(U,) 门 A 多, 由 (12.1), p。(U,)eF6. 由 (12.2), 对 于 A 的 任 


点 x 在 XX 


故 X 是 紧 


由 于 { 门 rpz(U。) : 工 是 A 的 有 限 子 集 ， 


于 是 X。 的 闭 集 族 { ps,(A) : Ae F301} 也 


FE 质 的 闭 集 族 ， 


正明 几 多 名， 只 须 证 明 


X 


【24 


对 本 


口 


LU 有 有 限 交 性 质 ， 由 定理 1.1.2， 


因 F606 具 有 有 限 交 性 质 , 对 于 每 一 a e A ,XX, 的 子 集 族 {p, (A): Ae F0} 具 有 有 限 交 性 质 ， 


存在 


FP 的 任 一 开 令 域 , 则 对 于 每 一 AsF， 


QeT,U。 是 x。 在 X。 中 的 开 邻 域 } 是 


的 邻 域 基 ， 所 以 x 的 人 


空间 . 国 


Tychonoff 积 定理 的 证 明 使 用 了 选择 公 到 


E， 而 美 


证 明了 一 般 性 的 Tychonoff 积 定理 也 肆 含 选择 公 到 


何 有 限 子 集 了 有 门 rp (U ,。)e F6， 从 而 门 ,pz (Us) 与 Fu 中 的 每 一 元 相交 . 令 x=(Gx。)， 


FE 何 邻 域 与 ,中 的 每 一 元 相交 ， 即 对 于 每 一 Ae F。 有 xe A. 


国 数学 家 J. L. Kelley%1917-1999)[1950] 


E. 对 于 空间 X 及 非 空 集合 A, 定义 


只 空间 


X^=T[] ,_、X。， 其 中 每 一 X。=X(vV a e A). 若 1 是非 零 基数 ,定义 空间 X 的 4 次 积 空间 


XX A 


其 中 集合 A 的 基数 是 4. 在 同 胚 意义 下 , X“ 是 


Tychonoff 方 体 (Tychonoff cube). Tychonoff 方 体 是 紧 空 间 . 


1.1.1 


练习 


空间 X 称 为 正则 空间 (regular space'9, 若是 XX 的 闭 集 且 六 中 的 点 x 不 属于 EE 则 


x 和 下 在 X 中 存在 不 相交 的 邻 域 . 设 X 是 正则 空间 ,A 和 B 分 别 是 X 的 不 相交 的 紧 集 和 闭 集 ， 


”Kelley 是 美国 数学 家 GT Whyburn(1904-1969) 的 学 生 . 


FE 由 奥地利 数学 家 L. Vietoris(1891-2002) 定 义 . 
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好 定义 的 . 积 空间 I^ 称 为 


则 A 和 B 在 X 存 在 不 相交 的 开 


1.1.2 


1.1.3 


设 UU 是 空间 X 的 用 


果 门 oF。CU, 则 存在 和 A 的 有 


设 ftx)=sinx. 证 明 : 下 :J 


尼子 集 工 使 得 站 .erF。 一 


F 集 ，{F。} sw 是 X 的 闭 集 族 ,其 中 至 少 有 一 个 F。 是 紧 的 . 如 


U. 


R 一 [-1 1] 是 开 映 射 , 但 不 是 闭 映 射 . 


1.1.4 利用 有 限 补 空间 说 明 : (1) 每 一 Ti 空间 是 紧 T 空间 在 连续 单 射 下 的 逆 象 ; (2) 紧 


空间 到 了 T 空间 上 的 连续 单 射 未 必 是 闭 映 射 . 


1.1.5 


1.1.6 


设 A| 和 A ,分 别 是 空间 X, 和 X, 的 紧 子 集 . 若 W 是 A, xA ,在 积 空间 X, xX, 中 


证 明 :n 维 欧 几 里 得 空 


间 民 " 中 的 子 集 KK 是 紧 的 当 


仅 当 K 是 恨 " 中 的 有 界 闭 集 . 


的 邻 域 ， 则 分 别 存在 A, 和 A, 在 X 和 X,， 中 的 邻 域 U, 和 U ,使 得 UxU， CW. 


1.1.7 设 {X,} 是 非 空 的 有 限 集 列 . 若 对 了 


口 


足 每 一 p”= pho pr (n<k<m), 则 存在 (x , )e Tl,_wX, 使 得 每 一 p” (x ,)=x，, (Ko6nig" 引 理 ; 


Kodama( 儿 玉 之 宏 ), Nagami( 永 见 启 应 )[1974]). 


本 节 介 绍 紧 性 的 


§1.2 ”可 数 紧 空间 


F 每 一 正 整 数 n<m, 存在 函数 p” :XX ,, 一 义 , 满 


E 广 可 数 紧 性 ， 及 在 分 析 学 中 广泛 应 
关 的 几 种 拓扑 性 质 之 间 的 关系 . 


定义 1.2.1 拓扑 空间 X 称 为 可 数 紧 空 间 (或 列 紧 空 间 , countably compact space), 若 X 的 


每 一 可 数 开 歼 盖 具 有 有 限 的 子 覆 盖 . 


样 的 方法 可 知 , 空间 X 是 可 数 紧 空间 当日 


紧 空 间 和 可 数 紧 空间 都 是 通过 履 盖 定义 的 ， 历 史上 对 于 紧 性 起 源 贡 献 最 大 的 是 1877 年 


的 与 序列 的 聚 点 及 有 界 函 数 相 


显然 , 紧 空 间 是 可 数 紧 空间 . 但 是 可 数 紧 空间 未 必 是 紧 空 间 ( 例 1.2.7). 利用 定理 1.1.2 同 
| 仅 当 X 的 每 一 具有 有 限 交 性 质 的 可 数 闭 集 族 的 交 


德国 数学 家 K.， Weierstrass(1815-1897) 在 柏林 大 学 讲学 时 提 到 的 数学 分 析 中 的 


Bolzano!”-Weierstrass 定型 


EE 有 界 数列 含有 收敛 的 子 数 列 . 可 数 紧 性 与 序列 或 集合 的 聚 点 密 


1 匈牙利 数学 家 G Konig(1849-1913)， 他 的 儿子 D. K6nig(1884-1944) 也 是 数学 家 . 


1 捷克 数学 家 B. Bolzano(1781-1848). 


切 相 关 . 设 {x, } 是 空间 X 的 序列 ,X 中 的 点 x 称 为 序列 {x，, } 的 聚 点 (accumulation poinD， 若 X 


在 X 中 的 任意 邻 域 含有 序列 {x, } 的 无 限 项 ; x 称 为 序列 {x , } 的 极限 点 dimit point)( 或 序列 


{x, } 收 敛 于 x), 若 U 是 x 在 X 中 的 邻 域 , 则 XNU 仅 含 有 序列 {x, } 的 有 限 项 . 设 A 是 X 的 


子 集 ,X 中 的 点 x 称 为 A 在 X 中 的 聚 点 (@O 聚 点 ), 若 x 在 X 中 的 每 一 邻 域 含有 A 的 不 同 与 x 


的 点 (含有 A 的 无 限 个 点 ) 对 于 X 的 序列 {x, }, 应 注意 区 别 序列 {x } 的 聚 点 与 集合 {x ，: 


ne N] 的 聚 点 . 


定理 1.2.2 ”对 于 空间 X 下 述 条 件 相 互 等 价 : 
(1) X 是 可 数 紧 空 间 ; 
(2) X 的 每 一 序列 有 聚 点 ; 


(3) X 的 每 一 无 限 子 集 有 mw 聚 点 . 


证 明 (之 (0). 设 {x, } 是 可 数 紧 空 间 X 的 序列 . 对 于 每 一 neN, 令 FF,={Xx,:i>n}. 


, 于 是 存在 xe 门 ,wwF,. 若 U 是 x 在 X 中 的 邻 域 


则 {F, } 是 X 的 共有 有 限 交 性 质 的 闭 集 


让 


那么 对 于 每 一 ne N, 存在 i>n 使 得 x, sU, 所 以 U 中 含有 序列 {X。} 的 无 限 项 ， 从 而 x 是 序 


列 {x; } 的 聚 点 . 


(O) 一 (3). 设 X 的 每 一 序列 有 聚 点 . 若 A 是 X 的 无 限 子 集 , 选取 A 中 互 不 相同 点 组 成 的 


序列 {x, }， 那么 序列 {x,} 的 聚 点 也 是 集 A 的 w 聚 点 . 


G) 僵 (0. 设 X 的 每 一 无 限 子 集 有 四 聚 点 . 若 X 存 在 可 数 的 开 履 盖 {U , } ,没有 有 限 的 


子 覆 盖 , 对 于 每 一 ne N, 令 V,=U ie Ui， 则 X 的 递增 的 开 履 盖 {V , } ,8 没有 有 限 的 子 覆 盖 ， 


不 妨 设 每 一 VNV 关 名 ， 取 定 x, EV jy NV,, 则 {x,，: neN} 是 无 限 集 , 设 x 是 {x，: 


ne N} 的 @ 聚 点 , 于 是 存在 me N 使 得 xeV ， 且 V ,中 含有 无 限 项 x, ,然而 当 n>m 时 


P. Alexandroff[1924a] 引 入 了 局 部 有 限 集 族 的 概念 . 通过 局 部 有 限 集 族 可 刻画 可 数 紧 性 . 


定义 1.2.3 设 忆 是 空间 X 的 子 集 族 .P 称 为 X 的 局 部 有 限 族 (locally finite family)， 若 对 


于 每 一 xe X, 存在 x 在 X 中 的 邻 域 U 使 得 U 仅 与 忆 中 有 限 个 元 相交 . 


显然 , 空间 X 的 有 限 集 族 是 局 部 有 限 集 族 , 但 是 X 的 局 部 有 限 集 族 未 必 是 有 限 集 族 . 如 
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实数 空间 及 的 无 限 集 族 二 {Cn n+2) : 


ne N} 是 局 部 有 限 集 族 , 因为 对 于 每 。 


一 xeX， 存在 x 在 民 中 的 邻 域 U 使 


得 U 至 多 与 P 中 的 3 个 元 相交 . 


2 3 4 n n+2 


图 无 限 的 局 部 有 限 集 族 


定理 1.2.4 空间 X 是 可 数 紧 空 间 当 且 仅 当 X 的 局 部 有 限 集 族 是 有 限 的 . 


证 明 ” 若 可 数 紧 空间 X 存在 无 限 的 局 部 有 限 集 族 , 则 X 有 由 非 空 集 组 成 的 局 部 有 限 集 


{A } eg: 对 于 每 一 neN, 取 定 又 1 EA,. | 


n 


定理 1.2.2, 序列 {x, } 在 X 中 有 聚 点 x. 由 于 


{A,} wn 是 局 部 有 限 的 , 存在 x 在 XX 中 的 邻 域 U 使 得 U 仅 与 有 限 个 A, 相交 ， 从 而 UU 中 仅 


n 


含有 序列 {x, } 的 有 限 项 , 矛盾 . 反之 , 设 空间 X 的 局 部 有 限 集 族 是 有 限 的 , 若 A 是 X 的 无 限 


子 集 , 令 A={{x} :xe A}, 则 不 是 X 的 局 部 有 限 集 族 ,， 于 是 存在 X 的 点 z 使 得 z 在 X 中 的 


任意 邻 域 必 与 台中 的 无 限 个 元 相交 ,， 即 z 是 集 


A 的 mw 聚 点 . 


定理 1.2.2,X 古 可 数 紧 空 间 . 国 


定义 1.2.5 空间 X 称 为 序列 紧 空 间 ( 或 序列 式 紧 空间 , sequentially compact space)， 若 X 


中 的 每 一 序列 存在 收敛 的 子 序列 . 


空间 X 称 为 第 一 可 数 空间 (或 满足 第 一 可 数 公开 


数 的 邻 域 基 . 


显然 , 序列 紧 空间 是 可 数 紧 空 间 . 在 适当 的 附加 条 件 下 ， 可 数 紧 空间 可 以 是 序列 紧 空 间 . 


,first countable space),， 若 和 的 每 一 点 具有 可 


定理 1.2.6 第 一 可 数 的 可 数 紧 空间 是 序列 紧 空 间 . 


证 明 设 X 是 第 一 可 数 的 可 数 紧 2 


= 间 . 若 {x，} 是 X 中 的 序列 ， 由 定理 1.2.2, 设 x 是 序 


列 {x } 在 XX 中 的 聚 点 . 由 于 X 是 第 一 可 数 空间 ,存在 x 在 X 中 邻 域 基 {V , } ,x 使 得 每 一 


Vi CV i. 这 时 每 一 V， 中 含有 序列 {x, } 中 的 无 限 项 ， 于 是 存在 序列 {x , } 的 子 序 列 {x，。]} 


使 得 每 一 x，eV ,， 则 子 序列 {x。} 收 敛 于 x( 练 习 1.2.5), 所 以 X 是 序列 紧 空 间 . 国 


下 述 两 个 例子 说 明 紧 性 与 序列 紧 性 互 不 综合 . 


回忆 序 拓 扑 (order topology) 的 定义 . 设 (X，<) 是 线性 序 集 . 记 S={{(xeX : y<x} : 


ye x} {{xeXx : X<Z] :ZeEX}.X 


上 的 序 拓扑 是 以 S 作 为 子 基 生 成 的 拓扑 . 对 于 y, ze X, 区 


间 (y, Zz)={xe XX : y<x<z} 是 序 拓扑 纪 


E 间 X 的 


集 . 


例 1.2.7 序数 空间 [0，wi )(Steen, Seebach[1978]): 非 紧 的 序列 紧 空 间 . 


@1 是 第 一 个 不 可 数 序数 , 对 于 每 一 <a < @, (B，cw]=(8，c%+l) 所 以 在 小 于 w 


拓扑 [0，w)) 赋 予 序 拓扑 称 为 序数 空间 (space of ordinal numbers). [0，w)) 是 第 一 可 数 空间 . 


于 [0，@w) ) 的 开 履 盖 {[0，w] : c <@w1} 没 有 有 限 子 覆盖 ,所 以 [0，@|) 不 是 紧 空 间 . 对 于 [0， 


3 


mW) ) 中 的 序列 {x }， 由 于 每 一 x, < @ ,存在 B < ,使 得 所 有 的 x, < B. 因为 [0，B ] 是 人 


ut 


一 可 数 的 紧 空间 ， 由 定理 1.2.6, 序列 {x, } 存在 收敛 的 子 序列 . 故 [0，@1) 是 序列 紧 空间 .上 


例 12.8 Stone-Cech 紧 化 BN (Cech[1937]): 非 序 列 紧 的 紧 空 间 . 


考虑 正 整 数 子 空间 N 的 Stone “-Cech"“ 紧 化 (Stone-Cech compactification) 或 最 大 紧 化 


(maximal compactification) BN .BN 的 构造 较 复杂 , 详细 的 性 质 可 参考 Engelking“[1989] 的 


8§3.6. 本 书 要 用 到 的 BN 的 知识 仅 如 下 两 点 : 


(8.1) BN 是 T, 的 紧 空间 , N 是 BN 的 稠密 的 开 子 空间 ; 


(8.2) BN 中 不 存在 非 平 凡 的 收敛 序列 , 即 BN 中 的 收敛 序列 仪 构 成 有 限 集 . 
由 (8.2)，BN 的 序列 {n} 不 存在 收敛 的 子 序列 , 所 以 PN 不 是 序列 紧 空 间 . 国 


定义 1.2.9 空间 X 称 为 伪 紧 空间 (pseudo-compact space),， 若 X 上 的 每 一 实 值 连续 函数 
是 有 界 函 数 . 
定理 12.10 ”可 数 紧 空 间 是 伪 紧 空间 . 


证 明 设 X 是 可 数 紧 空间 , f:X 一 及 是 实 值 连续 函数 . 若 f 无 界 , 则 存在 X 的 序列 {x, } 


使 得 每 一 [x ;yj)PKEx ,_ )H1， 于 是 序列 {f(x , )} 在 民 中 无 聚 点 ， 由 于 f 连 续 ， 从 而 序列 {x, } 在 X 


中 无 聚 点 , 矛盾 . 所 以 f 是 有 界 的 , 故 X 是 伪 紧 空间 . 国 
Tietze( 有 界 ) 扩 张 定理 (Tietze extension theorem, Tietze[1923]) 表 明正 规 空间 的 每 一 闭 集 上 
的 有 界 实 值 连续 函数 可 以 扩张 为 整个 空间 上 的 有 界 实 值 连 续 函 数 . 它 与 Urysohn 引 理 


(Urysohn[1925a]) 是 等 价 的 , 即 若 A, B 是 正规 空间 X 的 不 相交 闭 集 ， 则 存在 连续 函数 车 


X 一 [0, 1] 使 得 f(A)cC {0} 且 f(B)C {1}. 下 述 引 理 说 明 Tietze( 有 界 ) 扩 张 定理 也 适用 于 无 界 的 


”美国 数学 家 M. H. Stone(1903-1998)， 他 是 美国 数学 家 G D. Birkhoff(1884-1944) 的 学 生 . 
! 捷克 数学 家 E. Cech(1893-1960). 
1 R. Engelking 是 波兰 数学 家 K. Kuratowski(1896-1980) 的 学 生 . 
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fs =f 


函数 , 则 存在 1 到 X | 


是 


-1 
st B) 一 B. 


的 限制 fj:A 一 WA) 定 义 为 对 于 每 一 xe A, fs CO=foo0. 对 于 BcYf 在 B 的 限 和 


引入 函数 限制 (restriction) 的 记号 . 设 X,Y 是 拓扑 空间 ,函数 fX->Y 对 于 AcCX,f 在 A 


到 


引 理 1.2.11 (Tietze 扩张 定理 ) 设 F 是 正规 空间 X 的 闭 集 . 若 f 是 FE 到 实数 空间 及 的 连续 


上 的 连续 扩张 . 


证 明 复合 函数 arctan of F 一 民 是 连续 函数 且 满 足 |argtan oflK 元/2. 由 Tietze( 有 界 ) 扩 张 


定理 , 存在 连续 函数 g: X 一 民 使 得 gE =arctanof 日 |le|< x/2. 置 G={xeX:lgCoOF 基 /2)， 则 下 


与 G 是 XX 的 不 相交 的 闭 集 . 由 Urysohn 引 理 , 存在 连续 函数 h: X 一 [0, 1] 使 得 h(F)c{1} 且 


h(G)c {0}. 令 g'=h'g, f=tano g?， 则 g?: 久 一 展 连续 , |g 元 /2， 所 以 f: 义 一 展 连 续 ， 且 f=f. 


空间 Y 称 为 离散 空间 (discrete space), 若 Y 的 每 一 子 集 是 Y 的 开 集 . 这 拓扑 称 为 离散 拓 


扑 (discrete topology). 空间 X 的 子 集 F 在 X 中 没有 聚 点 当日 仅 当 F 是 X 的 闭 离散 子 空间 . 


的 可 数 无 限 子 集 F={x， 


定理 1.2.12 ”正规 的 Ti、 


伪 紧 空间 是 可 数 紧 空间 . 


证 明 设 空间 X 是 正规 的 T、 伪 紧 空 间 . 若 X 不 是 可 数 紧 空间 ,由 定理 1.2.2， 存 在 X 


: nEN} 使 得 FE 在 X 中 没有 四 聚 点 . 因为 X 是 T, 空间 , 所 以 F 在 X 


中 没有 聚 点 (练习 1.2.0)， 于 是 FE 是 X 的 闭 离散 子 空 间 . 定义 fF 一 民 使 得 每 一 f(x, )=n. 则 ff 


续 函 数 . 由 3 


函数 , 矛盾 . 故 X 是 可 数 紧 空 间 . 国 


例 1.2.13 


以 实数 集 民 的 子 集 族 {(a, +zo ) : ae 玉 } 作 为 基 4 


理 1.2.11, 存在 连续 函数 g: 和 一 以 使 得 gr=# 则 g 是 X 上 的 无 界 实 值 连续 


右 序 拓扑 空间 (Steen, Seebach[1978]): 正规 、 伪 紧 、 非 可 数 紧 空间 . 


E 成 民 上 的 拓扑 称 为 实数 集 民 的 右 序 拓扑 


(right order topology), 及 赋予 右 序 拓扑 称 为 右 序 拓扑 空间 (right order topological space)， 记 为 


R 


又 由 于 民 , 中 每 一 对 不 空 的 


民 ,是 伪 紧 空间 ， 因 为 民 , 的 可 


r* 


显 


然 , 及 , 不 是 Ti 空间 . 


由 于 民 , 中 不 相交 的 闭 集 对 必 有 一 为 空 集 ， 所 以 J 


R ,是 


E 规 空间 . 


集 都 相交 ,所 以 R, 上 的 任 一 实 值 连续 函数 是 常 值 函数 ， 从 而 


数 开 履 盖 {Cn, +oo)} es 没有 有 限 子 履 盖 , 所 以 及 ,不 是 可 数 紧 


空间 . 国 


练习 


阶 


1.2.1 证 明 : Ti 空间 的 聚 点 是 w 聚 点 . 因而 Ti 空间 是 可 数 紧 空 间 当 且 仅 当 它 的 每 一 无 


限 子 集 有 聚 点 . 


1.2.2 ” 设 fX 一 YY 是 闭 映 射 . 若 X 的 子 集 A 和 Y 的 子 集 B 使 得 fi :A 一 B 是 单 射 , 则 A 


在 X 中 有 聚 点 当 且 仅 当 B 在 YY 中 有 聚 点 . 


1.2.3 设 刀 是 空间 X 的 局 部 有 限 集 族 , 则 PP 也 是 XX 的 局 部 有 限 集 族 . 


1.2.4 设 尼 和 2 都 是 空间 X 的 局 部 有 限 集 族 , 则 PU2 和 PA2={PnQ:PsRPQe2l 
都 是 X 的 局 部 有 限 集 族 . 
1.2.5 证 明 : 对 于 空间 X， 下 述 条 件 相互 等 价 : (1) X 是 第 一 可 数 空间 ; (2) 对 于 每 一 


xEeX, 存在 x 在 X 中 的 邻 域 列 {U, (x)} 使 得 任 取 x, eU, (x), 序列 {x，} 以 x 为 聚 点 ; (3) 对 


任 取 x, eV, (x), 序列 {x, } 收 和 敛 于 


em 


于 每 一 xeX, 存在 x 在 X 中 递减 的 邻 域 列 {V , CO] 使 


1.2.6 设 X 是 T, 的 紧 空间 . 证 明 :XX 是 第 一 可 数 空间 当 且 仅 当 XX 的 每 一 单 点 集 是 G ; 集 


(Gs -set， 即 可 数 个 开 集 的 交集 ). 


1.2.7” 若 空间 X 的 每 一 局 部 有 限 的 开 履 盖 有 有 限 的 子 履 盖 , 则 X 是 伪 紧 空间 . 
1.2.8 ”映射 是 否 保持 可 数 紧 性 , 序列 紧 性 或 伪 紧 性 ? 


81.3 道 紧 映射 与 紧 化 


拓扑 学 的 主要 任务 是 


FE 务 是 研究 拓扑 不 变量 ,所 以 同 胚 是 一 种 理想 的 函数 . 不 少 的 拓扑 性 质 能 
被 比 同 胚 弱 的 函数 所 保持 ,如 映射 保持 紧 空间 性 质 (定型 
大 部 分 的 拓 了 


E 1.1.8). 但 映射 所 具有 的 一 般 性 使 得 
扑 性 质 不 为 连续 函数 所 保持 . 本 节 介 绍 的 逆 紧 映射 在 


映射 理论 中 的 作用 类 似 于 
紧 性 在 拓扑 空间 论 中 所 起 的 作用 . 


先 介 绍 闭 映射 的 等 价 刻画 . 


引 理 1.3.1 设 函 数 fX 一 YY 对 于 AcX, BcY, 那么 f71(B)cCA 当 且 仅 当 BcCYNf(X 
NA) 


证 明 易 验 证 , B 门 fKXANA) 和 个 当 


仅 当 f71 (BJ) 站 (XNA)z 名 . 于 是 f-1(B)CA, 当 


仅 当 f7 (B) 站 (XNA)= 儿 , 当 


日 仅 当 BNf(X A)= 名 , 当 | 


日 仅 当 BC YNfCXNA). 目 
定理 1.3.2 设 映 射 fXx 一 Yf 是 闭 映 射 当 


仅 当 对 于 每 一 了 7 (y) CCU， 


J 
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中 器 是 X 的 


,存在 的 开 集 V 使 得 yeV 且 f” (VCU. 


证 明 设 f 是 闭 映 射 , 对 于 每 一 f (y) 在 XX 中 的 开 邻 域 U， 让 V=YNf(XND), 1 


引 理 
1.3.1, V 是 y 的 开 领 域 且 f7(V) 二 U. 反之 , 设 F 是 X 的 闭 集 ,对 3 


于 每 一 ye YNf(E), 
f(y) CXNE, 于 是 存在 y 的 


邻 域 V 使 


得 f (VCcXNE 从 而 VNfF)= 名 ,所 以 fF) 是 Y 
的 闭 集 ， 故 f 是 闭 映射 .和 目 


积 空间 到 坐标 空间 的 投影 映射 是 
定理 1.3.3 


映射 ， 但 是 一 些 特 殊 的 投影 映射 还 是 闭 映 射 . 


设 义 是 紧 空间 ， 则 对 于 任意 空间 Y 投影 映射 p:XxY 一 站 是 闭 映 射 . 
F 每 一 yeY 及 p(y) 在 积 空 


之 


证 明 对 了 


间 XxY 中 的 开 邻 域 U, 由 于 p- (y)=Xx {y} cc U， 


对 于 每 一 xe X, 分 别 存在 x,y 在 X,Y 中 的 开 令 域 U, 和 V ,使 得 U ,xV ,CU. 因为 X 是 紧 


[覆盖 {U , } ,x 存在 有 限 子 覆盖 {U 。} is， 令 V= 站 eV。， 忆 


空间 , X 的 天 


从 


b 么 V 是 y 在 了 中 的 
邻 域 且 XxVCU, 即 p (VcCU 


. 由 定理 


1.3.2, p 是 闭 映 射 . 国 
设 X 是 一 拓扑 空间 , Y 是 单 点 集 构成 的 空间 ( 


离散 空间 )， 则 把 X 的 所 有 点 映 为 Y: 


映射 f 是 闭 映射 . 这 时 ,X 是 任意 的 拓扑 空间 ,Y 


点 的 


k 有 很 好 的 性 质 


f”(Y)=X. 在 映射 理论 中 


EE 


为 了 从 象 空间 的 性 质 来 研究 原 象 空间 的 性 质 时 常 需要 对 映射 的 纤维 ( 即 f7(y)) 附 加 适当 


的 条 
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件 . 如 在 定理 1.3.3 中 每 一 p (y) 是 XxY 的 紧 子 集 . 


定义 1.3.4” 设 映射 f£X 一 YYf 称 为 紧 映 射 (compact mapping)， 若 每 一 f (是 X 的 紧 子 


集 .f 称 为 逆 紧 映射 (perfect mapping)"*， 若 f 是 闭 且 紧 的 映射 . 


定理 1.3.3 中 的 投影 映射 是 逆 紧 映射 . 1947 年 I V. Vainstein(H. V. Baiizmreii) 首 先 引 进 了 
度量 空间 上 的 逆 紧 映射 , 而 N. Bourbaki" [1951] 研 究 了 局 部 紧 空 间 上 的 逆 紧 映射 . 道 紧 映 射 
能 保持 或 逆 保 持 许 多 拓扑 性 质 . 


定理 1.3.5 逆 紧 映射 保持 T, 空间 性 质 . 


证 明 设 fx 一 Y 是 道 紧 映 射 且 X 是 T, 空间 . 对 于 YY 中 不 同 的 两 点 y1/ 和 y,, 因为 f 


是 紧 映 射 ,f7 (yi) 和 f(y ,) 是 X 中 不 相交 的 紧 子 集 ， 由 于 XX 是 TT, 空间 , 由 定理 1.1.4, 存在 


X 中 不 相交 的 开 集 U ,和 U, 使 得 f Ooy)cU 且 foy)cU，. 因为 f 是 闭 映 射 ,由 定理 


1.3.2, 分 别 存 在 Y 中 点 y, 和 y, 的 开 邻 域 V| 和 V ,使 得 f71 (Vi)cUI 且 f71(V,)cU,， 从 


而 Vi 和 V ,是 Y 中 不 相交 的 开 集 . 故 Y 是 T, 空间 . 目 


逆 紧 映射 不 仅仅 保证 了 象 空间 中 单 点 集 的 逆 象 是 原 象 空间 中 的 紧 子 集 , 而 且 使 象 空间 
中 的 任意 紧 子 集 的 逆 象 均 是 原 象 空间 的 紧 子 集 . 


定理 1.3.6 设 fx->Y 是 首 紧 映射 . 若 K 是 Y 的 紧 子 集 , 则 fd) 是 X 的 紧 子 集 . 


证 明 设 多 是 空间 X 的 开 集 族 且 覆盖 全 (对 于 每 一 yEK,f (是 和 的 紧 子 集 且 &w 


覆盖 f(y), 于 是 存在 U 的 有 限 子 集 U , 覆盖 f (y). 由 定理 1.3.2, 存在 y 在 Y 中 的 开 领 域 


V ,使 得 人 (V,)c Uw,. 这 时 {V，} ,cxk 是 紧 子 空间 K 的 开 覆 盖 , 所 以 存在 有 限 子 集 


{V , } im 履 盖 K, 于 是 YU 的 有 限 子 集 (Ue UY，} is 覆盖 f (RK). 所 以 全 (四 是 X 的 紧 子 外 
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具有 上 述 性 质 的 映射 有 时 称 为 常态 映射 (proper mapping). 


由 于 紧 空 间 的 重要 性 质 , 1913 年 希腊 血统 的 德国 数学 家 C. Carathéodory(1873-1950) 首 先 


16 过 去 常 把 perfect mapping 译 为 完备 映射 . 本 书 按 全 国 自 然 科 学 名 词 审定 委员 会 公布 的 《数学 名 词 》( 科 学 
出 版 社 , 1993) 统 一 译 为 逆 紧 映射 . 
” 20 世纪 30 年 代 起 由 一 群 法 国 年 青 数 学 家 形成 的 数学 学 派 ， 以 出 版 多 卷 本 著作 “Eléments de Mathematique” 
闻名 于 世 , 黄 基 者 主要 有 H. Cartan(1904-  ), C. Chevalley(1909-1984), J. Delsarte(1903-1968), J. Dieudonné 
(1906-1992), A. Weil(1906-1998) 等 . 


研究 了 把 平 


若 更 设 f(X) 是 Y 的 闭 集 ， 则 称 f 是 闭 杠 入 (closed embedding) 
空间 X 的 紧 化 (compactification)， 如 果 存 在 仍 入 函数 c:X 一 Y 使 得 c(X) 是 YY 的 稠密 子 引 


cX 为 X 的 紧 化 , 即 cX=c(X), 且 把 X 视 为 cX 的 子 空间 . 显然 , 空间 X 存放 


用 的 开 子 集 虞 入 紧 空间 的 问题 . 设 X 和 Y 是 拓扑 空间 ,如 果 f:X 一 Y 是 函数 


可 嵌入 紧 空 间 . 单位 闭 区 间 I 是 无 型 


则 称 了 是 一 个 嵌入 函数 (或 同 豚 嵌 入 , embedding function) 目 邹 


E 间 X 可 骸 入 空间 YY. 


XX 可 闭 嵌 入 Y. 紧 空间 YY 称 为 


记 


A 


P Alexandroff[1924b] 第 一 个 建立 了 一 般 拓扑 空间 的 紧 化 定理 . 


定理 1.3.7 


设 X 是 非 空 的 非 紧 空 间 ， 则 存在 X 的 紧 化 wX 使 得 0X、X 是 单 点 外 


E 数 空间 的 紧 化 . 单位 圆 是 实 直线 展 的 紧 化 . 


= 紧 化 当 且 仅 当 X 


A 


证 明 取 定 Q gx, 让 wX=XU{Q}). 集合 woX 赋予 下 述 拓扑 : @X 的 子 集 U 是 XX 


的 开 集 当 且 仅 当 或 者 U 是 X 的 天 
的 子 集 族 构成 @ X 的 拓扑 ). 对 了 


NU 是 X 的 紧 子 集 , 于 是 存在 U 的 有 限 子 外 
故 @X 是 紧 空 间 . 定义 四 并 一 @X 使 得 每 一 O (x)=x， 则 @ 是 嵌入 是 


集 从 而 OX 是 X 的 紧 化 . 重 


民生 


F 集 , 或 者 ww XNU 是 义 的 闭 紧 子 集 ( 易 验 证 ， 
-空间 @w XX 的 任意 开 履 盖 UH， 存在 Us&l 使 得 QQ sU,， 则 wX 


盖 O X\\U， 从 而 存在 多 的 有 限 子 集 覆 盖 w X. 


满足 上 述 条 件 


@ (X) 是 XX 的 稠密 子 


@X 称 为 空间 X 的 一 点 紧 化 (one-point compactification) 或 Alexandroff 紧 化 (Alexandroff 


compactification). 收敛 序列 S| 是 
称 X 存 在 T, 紧 化 . 一 点 紧 化 未 必 是 T, 紧 化 ( 见 定 型 


要 条 件 . 为 此 ， 先 介 2 


一 般 的 嵌 


入 引 理 . 设 F={f, } ,_s 是 连续 函数 族 ， 


FE 整数 集 N 的 一 点 紧 化 . 若 空间 X 的 紧 化 cX 是 T, 空间 ， 则 


E 1.6.2).， 下 面 介 


绍 空间 存在 了, 紧 化 的 充 


中 每 一 到 一 了 ,. 


对 角 线 函数 (diagonal function) Ar: XX 一 [1,.s YY ,定义 为 对 于 每 一 xEeX 和 seS 有 


p, AE(X)(X)=f, (x). 当 ]11,_s YY ,有 具有 积 拓 扑 时 ，! 


于 p,。Ar=f, 是 连续 的 ,于 是 Ar 是 连续 的 . 


何 时 A, 是 嵌入 函数 ?为 此 目的 ,对 于 空间 X 上 的 函数 族 F={f,} ，, 称 F 分 离 X 的 点 


(separate points) 如 果 对 于 XX 


f(x) ¢ f(A). 


引 理 1.3.8 (对 角 线 引 理 ) 设 连续 函数 族 F={f,} ,分离 | 空间 X 的 点 与 闭 集 , 其 中 


FP 不 同 的 点 x 和 y 存 在 feF 使 


闭 集 (separate point from closed set) 如 果 A 是 X 的 闭 集 


一 f, :一 了 ,， 则 对 角 线 函数 As:X 一 1[, YY ,是 欢 入 . 


得 f(x) 关 f(y); 称 上 分 离 X 的 点 与 


且 xeX、NA, 则 存在 feF 使 得 


而 


证 明 ”由 于 F 分 离 空间 X 的 点 与 团 集 ， 易 验证 Ar 是 连续 的 单 射 (练习 1.3.8). 下 面 证 明 


Ai 是 相对 开 的 , 即 若 U 是 空间 X 的 开 集 ， 要 证 明 Ai(U 开 于 AGO. 设 xeU， 由 于 下 分 离 


点 与 闭 集 ,， 存在 seS 使 得 f, x)gf(X\U). 让 V=Y ,NANfCXAU)，wW=p2(CV)， 则 


AsWwW 且 WAcoOcAr(O). 事实 上 ,由 于 peAGC)=f ,GO eV, 所 以 


Arp(Xx)ep, (V)=W. 另 一 方面 , 若 对 于 zeX 有 Ar(z)eW, 那么 f.(D= p,。Ar(De 


zef .1(V)=XNfJ(f.(X\U))cCU,， 所 以 As(Z)e Ap (UD) 从 而 WW 门 As (XD) 是 As(x) 的 邻 域 


所 以 Ar(U) 开 于 Ar CO. 国 


空间 X 称 为 完全 正则 空间 (completely regular space“*), 若 对 于 X 中 的 点 z 及 其 


存在 连续 函数 f: X 一 了 使 得 fzD)=0, fXNU)CS {1}. 由 Urysohn 引 理 或 Tietze 扩张 定理 ( 引 理 


多 村 是 


12.11D),T; 的 正规 空间 是 完全 正则 空间 . 


邻 域 U 


定理 1.3.9 (Tychonoff 紧 扩 张 定理 [1935]) 空 间 X 存在 T, 紧 化 当 且 仅 当 X 是 T 的 完全 


正则 空 


E 间 . 


证 明 设 空间 X 存 在 T, 紧 化 , 则 存在 T, 的 紧 空间 Y 和 艇 入 函数 fX 一 Y 使 得 f(X) 是 


Y 是 稠密 子 集 . 由 推论 1.1.3,Y 是 正规 空间 , 于 是 Y 是 T | 的 完全 正则 空间 ， 从 而 fX) 是 Ti 的 


完全 了 


FE 则 空间 , 故 X 是 T 的 完全 正则 空间 . 


反之, 设 X 是 Ti; 的 完全 正则 空间 . 让 F={f, } ,s 是 所 有 从 X 到 单位 闭 区 间 I 的 连续 函数 


之 集 , 


X—I 


化 和 


如 下 : 


因为 X 是 完全 正则 空间 , 所 以 F 分 离 X 中 的 点 与 闭 集 ， 由 引 理 1.3.8， 则 对 角 线 


“(Tychonoff 方 体 ) 是 姓 入 . 再 


函数 AE: 


Tychonoff 积 定理 ,I 是 T, 的 紧 空 间 , 所 以 X 存 在 T, 紧 


若 空间 X 存在 T， 紧 化 , 让 C(X) 是 X 的 所 有 T， 紧 化 的 族 . 在 C(X) 上 可 定义 偏 序 关系 < 


c>X<ciX 当 且 仅 当 存在 连续 函数 f: c1X 一 c ，X 使 得 fej=c ,. 在 此 偏 序 关系 中 ， 相 互 


同 胚 的 空间 认为 是 相等 的 . 


1 由 PUrysohn[1925a] 定 义 . 
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定理 1.3.10 
得 fi=c,， 则 fc (X))=c , (X) 

证 明 由 于 刀 ，=ci， 
cy (COXCfciXNciCO) 下 面 说 
ci(X) [lc ,(X)= 儿 . 若 存在 zec;XNciOO 使 得 f(z)ec , CO， 则 存在 xeX 使 得 
从 而 c;C9O 关 z， 于 是 存在 ciX 中 z 
Z=c1 XU {z}, f(D=c, (X)=KciCX)， 


fc (CONV 是 “, (X) 的 闭 集 . 令 


设 ciX, cv,X 都 是 


zeV Udy ciCONVD clyCc; CO)=Z， 矛盾 . 国 


引 理 1.3.11 


证 明 对 


AuX=A-(X) Cc Il,s ce 


ps:ll 


{c,X} ,s 的 上 界 , 那么 对 于 每 一 se S, 存在 连续 函 


F={f, 


{c,X} ,so 的 


理 1.3.8， 对 


C ,X 一 C ,和 X 满足 


SE9S “8 


} ,es ， 


则 对 


:空间 XX 的 T, 紧 化 . 如 果 存 在 连 


因为 cl,e ;都 是 嵌入 函数 , 所 以 fw 是 同 胚 , 于 是 


g=fz, 则 g fciCONV=ciCONYV 是 Z 的 闭 集 


设 X 是 完全 正则 的 T， 


于 C(X) 的 非 空子 集 {c ,XX} 


SES » 


,X 是 ff 


p, Ac=c,, 


1 


compactification ”) 或 最 大 紧 化 (maximal compactification)， 记 为 BX. 这 紧 化 是 1 
Stone[1937] 和 E. Cech[1937] 独 立 提 出 的 ， 


引 理 1.3.12 


届 序 集 (C(X)，< ) 的 最 大 元 称 关 


上 确 界 . 国 


完全 正则 T， 


iE C={e.} 
角 线 函数 Au :XxX 一 [ec ，X 
,X} ys 的 上 确 


所 以 c ,X<AcX. 如 果 存 在 X 的 T， 紧 化 cX 是 


命名 来 自 Dieudonné[1949]， 


车 续 函数 f ciX 一 c)X 使 


fciXNciCO)=cv, Xe, (X). 


所 以 fc (X))=c , (X). 又 由 于 flc 1X)=c ,X, 所 以 c,X、 


E 明 flc XNc100)ce,XNec,(X), 妈 fic, XN 


f(2)=c , (x), 


与 c,(x) 的 不 相交 的 邻 域 U 和 V, 从 而 zg V. 令 


因此 


空间 ， 则 偏 序 集 (C(X)，<) 的 任 一 非 空子 集 存在 上 确 


则 C 分 离 X 的 点 与 闭 集 . 由 引 


seES? 


是 嵌入 . 下 面 证 明 X 的 紧 化 


界 . 对 于 每 一 se S, 投影 映射 


数 f:cX 一 c ,X 使 得 fc=c,. 令 


5 家 


角 线 函数 AE: cX 一 [sc ,XX 满足 Apc=Ac, 所 以 AuX<cX. 故 AcX 是 


空间 X 的 Stone-Cech 紧 化 (Stone-Cech 


M. H. 
记号 来 自 Cech[1937]. 
间 . 则 每 一 连续 函数 fX 一 Z 存在 连 


设 X 是 工 ; 的 完全 正则 空间 , Z 是 


1 Engelking[1989] 称 为 Cech-Stone compactification. 
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兵 衬 
A 


续 的 扩张 h: BX Zz. 


证 明 定义 c:x 一 了 XxZ 使 得 每 一 c(x)=(B 了 (x), f(x))， 因 为 {B } 分 离 空间 X 的 点 与 闭 集 ，, 


由 对 角 线 引 理 , c 是 藤 入 函数 , 于 是 cX=c(X) CBXxZ 是 和 的 紧 化 . 由 BX 的 最 大 性 ,存在 


连续 函数 g:BX-> cX 使 得 gB =c. 令 h=p, g:BX 一 Z， 则 n 连续 且 hB =p,gB=p,c=f, 所 以 


ph 是 上 的 连续 扩张 . 国 
结果 说 明了 逆 紧 映射 与 紧 化 的 一 种 关系 . 


定理 1.3.13 ”对 于 TT 的 完全 正则 空间 X,Y 及 映射 fX 一 Y 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(Df 是 逆 紧 映射 ; 


(2) 对 于 YY 的 每 一 紧 化 Q.Y 了 的 扩张 f, :BX 一 QaY 满 足 f, (BPXNX)C QaYNY: 


(3)f 的 扩张 fy:BX 一 BY 满足 fs (BX、Xc BYNY; 


(4) 存在 YY 的 紧 化 aY 使 得 f 的 扩张 f, :BX 一 acY 满足 fu(BXNOCQYNY 


证 明 (1) 二 (2). 设 fX 一 Y 是 首 紧 映射 . 对 于 空间 Y 的 每 一 紧 化 QaY 及 了 f 的 扩张 


fu :BX—> oaY, XCcf, '(Y)cBx. 若 Xzf, "(Y),， 则 存在 zef, ' (YNX, 令 Z=XU {2z), 


于 是 z 不 属于 紧 集 全 (f(z)),， 从 而 存在 子 空间 Z 的 不 相交 开 集 U, V 使 得 zeU 且 


f (f(z))CV. 让 g=fuz, 由 于 fXNV) 是 立 的 闭 集 , 所 以 g (fCXN\V)) 是 Z 的 闭 集 , 于 是 


X\V (关于 Z 的 闭 包 )cg GXNV))=f7f(XNV)cX. 因为 zg V, 所 以 X 是 Z 的 闭 集 , 巴 


盾 . 因此 X=f2 (Y), 故 f, (BXNX) Cc aYNY 


(0) 之 39) 之 (4 是 显然 的 . (4) 之 (). 设 存在 YY 的 紧 化 aYY 使 得 f 的 扩张 f :BX 一 QaY 


满足 f, (BX、NX)C oaYNY 易 验证 人 人 )v:f7CY) 一 Y 是 逆 紧 映射 (练习 1.3.1). 秆 


练习 


1.3.1 设 fX 一 立 是 闭 映射 ,那么 对 于 Y 的 非 空子 集 B,fu :f (B) 一 B 是 闭 映射 . 


1.3.2 和 若 A 是 空间 X 的 非 空 闭 集 ， 则 商 映 射 q:X 一 X/A 是 闭 映射 . 


1.3.3 ” 闭 映 射 保 持 (T)) 正 规 性 . 
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1.3.4” 道 紧 映射 保持 正则 性 . 
1.3.5 证 明 : 道 紧 映 射 保持 局 部 有 限 集 族 ， 即 设 f:x ->Y 是 逆 紧 映射 , 若 必 是 空间 XX 的 
局 部 有 限 集 族 , 则 f( 尹 是 空间 YY 的 局 部 有 限 集 族 . 


1.3.6 设 函 数 fX 一 YY 若 ACX, 则 fXNA)=YNyeY:f CA 


1.3.7 证明 : 空间 X 的 任 两 个 一 点 紧 化 是 同 胚 的 . 
1.3.8 证 明 : 引 理 1.3.8 中 的 对 角 线 函数 是 单 射 . 


$1.4 仿 紧 空间 
本 节 介绍 紧 空 间 的 重要 推广 -一 仿 紧 空间 . 紧 性 到 仿 紧 性 的 推广 从 两 方面 入 手 ， 一 是 
“了 了 覆盖”, 二 是 “有 限 集 族 ”. 
定义 1.4.1 设 U 和 VV 是 空间 X 的 覆盖 , 称 加 细 乡 或 是 儿 的 加 细 (refinement), 车 


对 于 每 一 Ue VW 存在 YeV 使 得 UCcYV. 若 WV 加 细 V 有 目的 每 一 元 是 XX 的 开 ( 闭 ) 子 集 ， 则 称 
ZU 是 V 的 开 ( 闭 ) 加 细 . 


在 空间 X 中 , 若 & 是 儿 的 子 覆 盖 , 则 多 加 细 勾 若 VY 是 空间 X 的 覆盖 ， 则 {{x} : x eX} 
是 和 的 加 细 . 
利用 加 细 和 局 部 有 限 集 族 (定义 1.2.3) 的 概念 ,J. Dieudonné[1944] 引 入 了 仿 紧 空间 . 


定义 1.4.2 空间 X 称 为 仿 紧 空 间 (paracompact space), 若 X 的 每 一 开 履 盖 有 局 部 有 限 的 


加 细 . 


显然 ， 紧 空间 是 仿 紧 空 间 ， 离 散 空间 是 仿 紧 空 间 . 下 面 介绍 仿 紧 空间 的 简单 刻画 和 初步 


性 质 . 为 此 , 引入 E. Michael[1957] 定 义 的 一 个 重要 集 族 性 质 . 


定义 1.4.3 设 必 是 空间 X 的 子 集 族 . 必 称 为 团 包 保 持 族 (closure-preserving family)， 若 对 


于 每 一 FCP 有 UF =UF. 


若 刀 是 空间 X 的 闭 包 保持 集 族 , 则 U 必 是 X 的 闭 集 . 


引 理 1.4.4 局 部 有 限 集 族 是 闭 包 保 持 集 族 . 


证 明 设 巡 是 空间 X 的 局 部 有 限 集 族 . 由 于 的 子 集 仍 是 X 的 局 部 有 限 集 族 ， 所 以 只 


须 证 明 UP =U P. 显然 有 UP < UP 成 立 . 设 xe UP , 由 P 的 局 部 有 限 性 , 存在 x 在 


X 中 的 邻 域 U 使 得 U 仪 与 中 有 限 个 元 相交 , 于 是 存在 P 的 有 限 子 集 F 使 得 当 PePNF 


时 有 UNP= 名 ,从 而 UN(UCPNDF=CB, 于 是 xg U(P\F) .因为 
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UP = UZF 


U UCP\F) ,所 以 xe UF ， 故 存在 FeF 使 得 xe F, 因此 UP cc UP, 因 


而 UP=U7ZP.E 


对 于 实数 空间 R, {{0, 1/n} : neEN} 是 民 的 闭 包 保持 集 族 , 但 它 不 是 ] 


R 的 局 部 有 限 集 族 . 若 


空间 X 的 子 集 族 必 是 X 的 可 数 个 局 部 有 限 族 的 并 , 则 称 必 是 X 的 o 


finite family). X 的 可 数 集 族 是 X 的 o 局 部 有 限 集 族 . 


定理 1.4.5 (Michael[1953]) 对 于 正则 空间 X 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(1) XX 是 仿 紧 空间 ; 


(2) X 的 每 一 开 履 盖 有 Go 局 部 有 限 的 开 加 细 ; 


(3) X 的 每 一 开 履 


有 局 部 有 限 的 加 细 ; 


半 
(4) X 的 每 一 开 歼 盖 有 局 部 有 限 的 闭 加 细 :. 


证 明 (之 CO) 是 显然 的 . 
(党). 设 Ul 是 空间 X 的 开 履 盖 , 则 多 有 a 局 部 有 限 的 开 加 细 


一 ,是 X 的 局 部 有 限 集 族 . 对 于 每 一 neN, 令 V,=UZ,， 再 令 


局 部 有 限 族 ( a -locally 


ZU ,AZ ， 其 中 每 


W1=V, Wi ={V、 


UV :VeVi),WU AN 显然 , 是 X 的 覆盖 且 加 细 WU 下 面 证 明 W 是 局 部 有 限 


的 . 对 于 每 一 xeX， 存 在 ne NN 使 得 xeV ,. 对 于 每 一 :<n,， 由 于 VV 是 X 的 局 部 有 限 集 族 , 存 


域 G 仅 与 W 


G3)=> (4). 


P 有 限 个 元 相交 . 故 W 是 UY 的 局 部 有 限 加 细 . 


设 多 是 空间 X 的 开 履 盖 . 对 于 每 一 xeX, 存在 U, eV 


在 x 在 和 中 的 邻 域 W ,使 得 W, 仅 与 和 中 有 限 个 元 相交 . 令 G=V, Mn 。 W) 则 x 的 令 


使 得 xeU ,由 正则 


性 , 存在 x 的 开 邻 域 V ,使 得 xeV, cc VcU,. 则 X 的 开 覆 羔 {V,} ,有 局 部 有 限 的 加 


细 {W 。 } a， 


(4 > (1. 


于 是 { Wa } ,是 VY 的 局 部 有 限 闭 加 细 . 


设 Y 是 空间 X 的 开 履 盖 . -{F。 } ,是 WY 的 局 部 有 限 的 闭 加 细 . 对 于 每 一 


xe XX, 选取 x 的 开 邻 域 V , 仅 与 福 中 有 限 个 元 相交 ， 于 是 X 的 开 履 盖 {V 


的 闭 加 细 有 多 对 于 每 一 weA, 让 Wu。=XNU{HEeZ :HPF。= 人 } 显然 ,F。CW。， 由 引 


理 1.4.4, W。 是 X 的 开 子 集 , 且 对 于 每 一 He 多 有 (09: HIW。 关 她 当 


i } ,ex 也 有 局 部 有 限 


仅 当 HEF。 关 人. 
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取 U eX 使 得 F。 CU。 且 设 Gs。=W, 由 U。, 则 {G。} 是 的 开 加 细 . 由 于 每 一 xeX 


邻 域 O 仅 与 多 的 有 限 个 元 HG<m 相 交 , 于 是 OC U ,.,H;, 而 每 一 H,; 仪 与 有 限 个 F, 相 


a 


六 
X， 


(*), Hi; 仅 与 有 限 个 W 。 相交 ， 从 而 O 仅 与 有 限 个 G。 相交 ， 故 {G。 } ss 是 局 部 有 限 的 . 


因而 多 有 局 部 有 限 的 开 加 细 , 故 X 是 仿 紧 空 间 . 国 


空间 X 称 为 Lindel6f” 空 间 (Lindel6f space), 若 X 的 每 一 开 履 盖 有 可 数 子 履 盖 . 显然 , 紧 


容 间 是 Lindel6f 空间 . 


推论 1.4.6 正则 的 Lindel5f 空间 是 仿 紧 空间 . 国 


由 于 实数 空间 及 是 正则 的 Lindelaf 空间 ， 所 以 及 是 仿 紧 空间 . 


设 是 空间 X 的 子 集 族 . 对 于 Ac X, 记 FA={FmA:Fe 人 史 , 称 为 及 在 A 的 限 各 


一 


定理 1.4.7 仿 紧 空间 的 闭 子 集 是 仿 紧 空间 . 


证 明 设 F 是 仿 紧 空间 X 的 闭 子 集 . 让 是 子 空间 FF 的 开 履 善 . 记 入 {V 。} 


QeA" 对 于 


每 一 e A, 存在 X 的 开 集 U, 使 得 V ,=U, 人 几 F. 置 U={XNEF)JUIU。} ，, 则 2 是 仿 紧 


空间 X 的 开 履 盖 , 于 是 多 存在 局 部 有 限 的 开 加 细 W， 从 而 在 FF 中 WU 是 乡 的 局 部 有 限 开 加 


细 , 所 以 上 是 仿 紧 空间 . 国 


定义 1.4.8 设 {X。} wa 是 互 不 相交 的 空间 族 . 在 集 X=U 。。X,。 上 定义 如 下 拓扑 :X 的 


子 集 0 是 X 的 开 集 当 且 仅 当 对 于 每 一 w eA, OX 是 X。 的 开 集 . 集 X 赋 予 上 述 拓扑 称 


为 空间 族 {X。} 。 的 拓扑 和 (topological sum)， 记 为 四 \X，. 


QeA’ oa 


易 验 证 ,空间 全 


,XX 的 子 集 A 是 闭 集 当 目 仅 当 对 于 每 a e 人 , ANX。 是 和 ,的 闭 


[Ee 
A 


于 是 ， X, 是 田 _ \X,，, 的 既 开 且 闭 的 子 集 (open-and-closed subset,， 简称 开 闭 子 集 ). 


定理 1.4.9 仿 紧 空间 族 的 拓扑 和 是 仿 紧 空间 . 


证 明 设 {Xx。 }。s 是 互 不 相交 的 仿 紧 空间 族 . 让 多 是 拓扑 和 四 ,_,X。 的 开 履 盖 . 对 于 


每 一 e ,Wl 是 仿 紧 子 空间 X。 的 开 履 盖 ， 于 是 存在 X。 的 局 部 有 限 的 开 覆 盖 Y。 加 细 


Wx . 令 估 U,Vs, 则 V 是 W 的 局 部 有 限 的 开 加 细 , 所 以 四 。AX。 是 仿 紧 空间 四 


20 芬兰 数学 家 E. Lindel6f(1870-1946)， 芬 兰 数 学 家 世 . Ahlfors(1907-1996) 是 他 的 学 生 . 
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定理 1.4.10 T ,的 


证 明 ” 先 证 明 仿 紧 空 


仿 紧 空间 是 正规 空间 . 


间 义 满足 (*): 若 A 和 B 是 XX 的 不 相交 的 闭 集 ， 如 果 对 于 每 一 xe A， 


存在 X 的 分 别 包 含 {x} 和 B 的 不 相交 的 开 集 U, 和 V， 


交 的 开 集 U 和 V. 事实 上 , {U ,} .AU {XNA} 是 仿 紧 


加 细 {W 。} 


CEA 


一 Qe 本 有 BN Wa=@. 由 引 理 1.4.4, U ,Wa 是 X 的 闭 


Us Wa, 则 U 和 V 是 X 的 分 别 包 含 A 和 B 的 不 相交 的 开 和 


正规 空间 . 国 


定理 1.4.10 中 的 T， 


置 了 ={w eA 人 A : 存在 xe A 使 得 W 


空间 X 的 


， 则 存在 X 的 分 别 包含 A 和 了 B 的 不 相 


2 CU,}), 则 ACU 


化 


> Sa 


现在 , 设 X 是 T， 的 仿 紧 空间 ， 由 T, 性 及 (%) 知 XX 是 正则 空 


7 


诉 ， 于 是 存在 局 部 有 限 的 


W_， 且 对 于 每 


ael 


让 U=U jrW,, V=X、 


oel 


， 再 由 正则 性 及 (59 知 X 是 


条 件 是 重要 的 . 有 限 补 空间 ( 例 1.1.7) 是 非 T, 的 T 仿 紧 空 间 . 为 了 


进一步 的 需要 , 下 面 再 构造 男 一 非 ,的 | 仿 紧 空间 . 


例 1.4.11 TT 仿 紧 空 


间 ( 林 寿 [1988a]). 


取 X=(NU{0)x(NU{ONNN( 0)}. 对 于 每 一 n, m, keN, 置 Vln, m)={@n, k) : k>m]. 


m)={(n, O}U Va, m), 


m>n. 易 验 证 ,X 是 了 ) 避 


NU jn (V1, Im 7 


mn )} eg U{V, (n, k 


n 


在 X 上 导入 如 下 拓扑 :N2 


meN; 点 (0, 有 ) 在 XX 


空间 . 设 多 是 X 的 开 才 盖 


P 的 点 (n, my) 是 XX 的 孤立 点 ; 点 (n, 0) 在 X 中 的 邻 域 基 元 形 如 Vi 


FP 的 邻 域 基 元 形 如 Vn, m)={(0, nD)} UV m)， 


. 对 于 每 一 ne N, 由 于 (n, 0), (0, n) eX, 存 


2)} neN U {{x}} ec 。 则 VY 吕 


Vi n,m, ) 的 元 仅 与 人 V1 


) UV，a， kk,). 置 Ye{V | a, 


每 一 形 如 


一 个 形 如 V, (mn,k, ) 的 元 相交 


9 中 每 


一 形 如 V , (n,k, ) 的 元 仪 与 Z 中 一 个 形 如 Vn, m, ) 的 元 相交 ， 


所 以 V 是 的 局 部 有 限 开 加 细 . 故 X 是 仿 紧 空间 . 


对 于 每 一 ne N, 1 


于 点 (n, 0) 和 (0, n) 在 XX 中 的 任 ; 
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| 


oll 


人 各 


各 域 都 


在 m,,k,EsN 和 Ui,U，EYl 使 得 Vimm,)cU ,Vonk,)CU， 且 k, >n. 让 C=X 


图 T, 仿 紧 空 间 


相交 , 所 以 X 不 是 T, 空间 . 国 


定理 1.4.12 空间 X 是 紧 空间 当 且 仪 当 X 是 可 数 紧 的 仿 紧 空间 . 

证 明 显然 ， 紧 空间 是 可 数 紧 的 仿 紧 空间 . 设 空间 X 是 可 数 紧 的 仿 紧 空间 ,车 是 空间 
X 的 开 履 盖 , 则 存在 多 的 局 部 有 限 的 开 加 细 色 由 定理 1.2.4, VYV 是 有 限 的 . 故 W 有 有 限 子 履 
盖 , 所 以 X 是 紧 空 间 . 国 


定理 1.4.13 设 f:Xx 一 Y 是 逆 紧 映射 . 若是 仿 紧 空间 ， 则 X 也 是 仿 紧 空间 . 


= 


证 明 设 多 是 空间 X 的 开 履 盖 . 对 于 每 一 ye YY,f"(y) 是 义 的 紧 子 集 , 存在 UY 的 有 限 子 


J 


A 


U , 覆盖 f (9). 因为 了 是 闭 映射 ， 由 定理 1.3.2, 存在 y 在 Y 中 的 开 邻 域 V ,使 得 


f (VCcUU ， 这 时 {V ,} yey 是 仿 紧 空 间 Y 的 开 和 覆盖， 所 以 存在 局 部 有 限 的 开 加 细 


{W。} sw .这 时 {f (WwW。))s 是 X 的 局 部 有 限 的 开 和 覆盖 . 对 于 每 一 we A, 存在 y。eY 


使 得 W。CV，, 于 是 f (W)C UX，, 从 而 {t (WenU: wsA,UsU，} 是 2 的 局 


部 有 限 的 开 加 细 . 所以 X 是 仿 紧 空间 . 国 


本 节 的 最 后 给 出 1953 年 Michael 证 明 的 关于 仿 紧 空间 的 单位 分 解 定理 (unit partition 
theorem), 它 不 仅 在 拓扑 学 ， 且 在 分 析 与 微分 儿 何 学 中 有 很 大 的 作用 . 


定义 1.4.14 ”从 空间 X 到 单位 闭 区 间 I 的 连续 函数 族 四 ={ 9,} ,_, 称 为 的 单位 分 解 


(partition of unity)， 如 果 对 于 每 一 xseX 有。_、 办 CO=1. 单位 分 解 中 称 为 局 部 有 限 的 ， 如 


果 { 9 (0, 1])} 是 X 的 局 部 有 限 覆 盖 . 单位 分 解 中 称 为 从 属于 X 的 覆盖 UY 如 果 


{6 2。 (0, 1D} 是 和 的 加 细 . 


设 U 和 V 是 空间 X 的 覆盖 , 称 U 精确 加 细 (precise refinemenb 若 U={U。 } 


CEA， 


Ze={V。} ,A 且 每 一 Us。cV。. 精确 加 细 有 时 也 称 为 一 一 加 细 . 


定理 1.4.15 (单位 分 解 定理 , Michael[1953]) 对 于 T, 空间 X 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(DX 是 仿 紧 空 间 ; 


(2) X 的 每 一 开 禾 具有 局 部 有 限 的 单位 分 解 从 属于 妈 


具有 单位 分 解 从 属于 2. 


(3) X 的 每 一 开 禾 


证 明 (之 O). 设 X 是 T， 的 仿 紧 空 间 并 且 必 是 X 的 开 履 盖 . 由 X 的 仿 紧 性 , 不 妨 设 
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VU 是 局 部 有 限 的 , 记 ZU-{U , } oh. 


细 W, 则 W 是 U 的 局 部 有 限 的 闭 加 


(15.1) {U。} 。。A 具有 局 部 有 限 的 精确 财 加 细 {F。} 。。. 


由 正则 性 , 存在 X 的 开 履 盖 儿 使 得 多 加 细 多 再 由 X 的 仿 紧 怕 


a()e A 使 得 Wp CUp. 对 于 每 一 weA 让 Fo.=U(CWy 


某 些 F, = ), 


定义 知人 XX 一 民 是 连续 函数 (注意 到 , 若 X 的 子 集 V 站 Us.= 纪 , 则 fy =0). 由 于 {F。 |} 


是 X 的 覆盖， 所 以 对 于 每 一 xeX 有 f(x)>1. 对 于 每 一 Qe A, 令 加 =f 由 则 办 :Xx 一 I 连 


续 且 9 (0,1DcCU,. 从 而 ={ 9 } 是 的 从 属于 多 的 局 部 有 限 


使 得 


对 于 每 一 <E 和 A， 


fF CI f, XNU,) Cc{0). 置 foO= 之 ccAfe Co. 


() 一 (3) 是 显然 的 ,下 面 证 明 (3) 之 (D). 设 T| 空 


让 


中 ={ 人 办 } 从 属于 它 . 取 定 a e 人 使 得 办 (z)=r>0, 则 9 2 


置 fx)=1-min{1，9, CA), 则 f:Xx 一 I 连续 量 


ieN, 


(15.2) X 是 完全 正则 空间 . 


对 于 X 的 闭 集 F 及 X 中 不 属于 下 的 点 z 则 X 的 开 禾 


(15.3) X 的 每 一 开 履 盖 有 ea 局 部 有 限 的 开 加 细 . 
设 UY 是 空间 X 的 开 覆 盖 ， 则 存在 X 的 单位 分 解 @={ 9,} 


1€E N, 令 VGi={V。， } ceA， 则 Ujeg 2, 是 多 的 


Urysohn 引 理 (或 Tietze 扩张 定 到 


E,V 上 共有 局 部 有 限 的 开 加 


那么 [Fu。 } se 是 {U。 } wen 的 局 部 有 限 的 精确 闭 加 细 . 


CE 人 


细 ( 练 习 1.2.3). 记 WU={W 5 jpcr: 对 于 每 一 B eT 存在 


: B ef, a(B)=a }( 可 能 


E 1.2.11), 存在 连续 函数 f_ :X 一 I 


由 于 多 的 局 部 有 限 性 及 f 的 


aeh 


的 单位 分 解 . 


空间 X 的 每 一 开 履 盖 上 共有 从 属于 它 的 单位 


盖 {X NF XN{z}} 具 有 单位 分 解 


(0 DEXNF HW, DE {0}. 


f(z)=0, f(F)cC {1}. 故 义 是 完全 


E 则 空间 . 


纪 J 


从 属于 对 于 每 一 ws 和 A， 


置 V。= 几 2 (MGi+D,， 1D, 则 V。 是 X 的 开 集 且 $ 21((0, 1D)=UiNV。 对 于 每 一 


开 加 细 . 下 面 证 明 每 一 V 是 


则 > 内 (2)=1, 存在 A 的 有 限 子 集 人 A’ 使 得 2 9 (D)>1-UG+ID). 令 


再 令 U=f (1-UG+D)，1)， 则 U 
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是 z 的 开 邻 域 . 对 于 每 一 Be A\A', 如 果 存 在 


局 部 有 限 的 . 设 zeX,， 


a pu, 则 f 连 


xe UNV gs;， 那么 1=2eA 9 (3X)>f(x)+ 9y (x)>1, 矛盾 . 故 UNV yg = 好, 所 以 U 仪 与 9 


中 有 限 个 元 相交 . 因此 Y 是 局 部 有 限 的 . 


由 (15.2), (15.3) 及 定理 1.4.5, X 是 仿 紧 空间 . 国 


练习 
1.4.1 证 明 : 任 一 空间 X 的 每 一 可 数 开 歼 盖 有 局 部 有 限 的 加 细 ， 


1.4.2 设 必 是 空间 X 的 闭 包 保持 集 族 , 则 PP 也 是 X 的 闭 包 保 持 集 族 . 


1.4.3 设 必 和 2 都 是 空间 X 的 闭 包 保持 集 族 , 则 PU2 是 X 的 闭 包 保持 集 族 . 


et 


1.4.4 设 必 是 空间 X 的 闭 包 保持 的 闭 集 族 ,F 是 X 的 闭 子 集 , 则 Pr 也 是 的 闭 包 保持 


集 族 . 若是 X 的 开 集 , 那么 Pi 是 否 是 X 的 闭 包 保持 集 族 ? 


et 


A 


1.4.5 证 明 : 闭 映射 保持 闭 包 保 持 集 族 . 


1.4.6” 仿 紧 空 间 与 紧 空 间 的 积 空 间 是 仿 紧 空间 . 


1.4.7 设 fx 一 Y 是 闭 映 射 且 每 一 人 (9) 是 和 的 Lindelaf 子 空间 . 证 明 : (1) 若 工 是 Y 


的 Lindelif 子 集 , 则 f(D 是 X 的 Lindel6f 子 集 ; (2) 若 X 是 正则 空间 , Y 是 仿 紧 空间 ， 则 X 


也 是 仿 紧 空间 . 
1.4.8” 设 必 是 空间 X 的 子 集 族 . 必 称 为 X 的 点 有 限 族 (point-finite family)， 若 X 的 每 一 点 
仅 属 于 之 中 的 有 限 个 元 . 证 明 : P 是 X 的 局 部 有 限 的 闭 集 族 当 且 仅 当 必 是 XX 的 点 有 限 且 闭 


果 持 的 闭 集 族 . 


但 
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§1.5 ”Michael 定理 
从 仿 紧 性 的 局 部 有 限 加 细 刻 画 (定理 1.4.5) 及 逆 紧 映射 保持 局 部 有 限 集 族 (练习 1.3.5) 易 


知 ， 逆 紧 映 射 保持 T, 仿 紧 空间 性 质 . 1957 年 E. Michael 证 明了 闭 映射 保持 T, 仿 紧 性 . 这 一 


重要 结果 的 证 明 依 赖 于 E. Michael 关于 仿 紧 性 的 闭 包 保持 加 细 刻 画 的 著名 定理 . 为 了 第 二 章 

f 究 度量 空间 拓扑 性 质 的 需要 ， 本 节 一 并 介绍 1940 年 J. W. Tukey 1948 年 A. H. Stone 关于 
仿 紧 性 的 点 星 加 细 刻 画 和 星 加 细 刻 画 . 
对 于 空间 X 的 子 集 族 PD xeX 
和 AcCX, 记 st(x, P)=U{PeP : 


= 


x€ P}, stA, PU {Pe7P: 
A 站 P 久 ), 分 别称 为 P 在 x 的 星 , 忆 


在 A 的 星 . St(A， 2) 


定义 1.5.1 设 W 和 V 是 空间 X 


的 覆盖 . 称 儿 点 星 加 细 (point-star refinement)Z， 如 果 {st(x, 2W : x eX} 加 细 驮 称 光 星 加 细 (star 


refinemenbZ 如 果 {fst(U, 20 :UsZl} 加 细 勾 

点 星 加 细 、 星 加 细 有 时 分 别称 为 点 星 形 加 细 和 星 形 加 细 . 在 证 明 Michael 定理 之 前 , 先 
介绍 局 部 有 限 加 细 , 点 星 加 细 和 星 加 细 之 间 的 一 些 关 系 . 

引 理 1.5.2 若 空 间 X 的 开 履 盖 U 有 局 部 有 限 的 闭 加 细 , 则 也 有 点 星 开 加 细 . 


证 明 记 U={U。} oa. 设 {Fp } ger 是 WY 的 局 部 有 限 的 闭 加 细 . 对 于 每 一 Bes 工 ,存在 


Q(P)eA 使 得 FF CU wp. 对 于 每 一 xceX 置 ,={ BeT :xeF,) 


V ,= 站 ar Uap) 站 CONU par_ Fp) 由 {Fp} pur 的 局 部 有 限 性 和 引 理 1.4.4 知 T ,是 的 


有 限 子 集 且 V , 是 x 的 开 邻 域 , 于 是 G{V , } ,x 是 X 的 开 覆 盖 . 下 证 V 点 星 加 细 ZU. 对 于 


xoEX, 取 定 Bel ,如 xo EV,, 而 xoeFp, 则 BeT,, 从 而 V ,CU6cp), 所 以 st(xo， 


WD=U{V.eV:xoeV .CcUp. 


引 理 1.5.3 设 双 VY 和 2W 是 空间 X 的 履 盖 . 若 点 星 加 细 勾 多 点 星 加 细 W, 则 多 星 加 


细 W/ 


证 明 记 了 {U。}) sh, 从 {Vp} ger. 对 于 任意 的 we 人 A, 若 xeU。, 则 存在 ,eT 
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使 得 U。Cst(x,， 2 CV gp. 取 定 xoe U。, 则 存在 WsW 使 得 stxo, 人 DCW. 对 于 每 一 


上 


xe Us。 有 XxoEV gp， 从 而 st(U ,2W=U oy st(x, WU uy, Vp Cstxo DCW, 于 是 


星 加 细 Ww. 四 

定义 1.5.4 (Bing [1951]) 设 刀 是 空间 X 的 子 集 族 . P 称 为 离散 族 (discrete family)， 若 对 
于 每 一 xe X, 存在 x 在 X 中 的 邻 域 U 使 得 U 仅 与 居中 至 多 一 个 元 相交 . 
若 空 间 X 的 子 集 族 必 是 X 的 可 数 个 离散 集 族 的 并 ,， 则 称 姑 是 X 的 ca 离散 族 ( a -discrete 


family). 显然 ,空间 X 的 离散 集 族 是 局 部 有 限 集 族 和 互 不 相交 集 族 . 实数 空间 R 的 集 族 {@， 


n+1) : ne N} 既 是 局 部 有 限 集 族 又 是 互 不 相交 集 族 , 但 它 不 是 离散 集 族 . 


仿 紧 性 的 星 加 细 刻 画 依 赖 选择 公理 . 下 面 介绍 的 Zermelo 良 序 定理 (Zermelo 


well-ordering theorem, Zermelo[1904]) 是 选择 公理 的 一 种 等 价 形式 . 


引 理 1.5.5 (Zermelo 民 序 定理 ) 任 何 集 可 按 某 个 线性 序 使 成 为 恨 序 集 . 国 


定理 1.5.6 ”对 于 正则 空间 X 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(DX 是 仿 紧 空间 ; 


(2) X 的 每 一 开 履 盖 有 点 星 开 加 细 ; 
(3) X 的 每 一 开 履 盖 有 星 开 加 细 ; 
盖 有 c 离散 开 加 细 . 


证 明 (1) 污 由 定理 1.4.5 和 引 理 1.53.2，C) 一 (3) 由 引 理 1.5.3, (4) 僵 () 由 定理 1.4.5， 


(4) X 的 每 一 开 履 


所 以 只 须 证 明 (3) 二 4). 


设 空间 X 的 每 一 开 覆 盖 有 星 开 加 细 . 让 UW{U，} ,_、 是 空间 X 的 开 履 盖 . 置 WU,=Z, 则 


存在 X 的 开 履 盖 序 列 {U, } 使 得 


(6.1) 每 一 WU ， 星 加 细 2 


对 于 每 一 wx e 人 及 ne N， 置 


(6.2) U。 ,={xeX: 存在 x 的 开 邻 域 V 使 得 st(V, U ,)CU。 1 


山中 


和 实 上 ， 


则 对 于 每 一 ne N,{U ,; } wh 是 WY 的 开 加 细 . 从 而 有 st(U。，ZU CU 


对 于 每 一 UeU 1， 存在 WeYl 使 得 st(U, Ui)c W. 如 果 xeUmU。， 则 WcCst(x， 


2 美国 数学 家 了. H. Bing(1914-1986), 他 是 美国 数学 家 R. L. Moore(1882-1974) 的 学 生 . 
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U,)CU。, 所 以 stkU,U DCU。. 由 (62)UCU。 Ni 因此 sttU。 ,UDCU。 Ai 由 上 


述 断 言 知 


(6.3) 若 xeU, 且 y&U。i， 则 不 存在 UsUl ,4 使 得 x, yeU. 


由 Zermelo 良 序 定理 ， 把 指标 集 人 恨 序 化 ， 置 


(6.4) Vo =U。w， NU y<a Uy 4 


对 于 A 中 任意 不 同 的 w， 有 , 按 a < 或 B<a， 由 (6.4) 分 唱 得 Vs, 二 XNU, ,或 


VCXNU pjn. 对 于 任意 的 xeX, 存在 UeWV,, 使 得 xe U, 若 U 站 Vs。, 关 何 ,如 果 存 


在 BP eAN{Q} 使 得 UNVg,z@, 设 aeUNV,,, beUNVyg,, 则 a, be 且 当 


Q <B 时 aeU, ,bgUii; 当 B<a 时 beUg,,agU gi, 这 与 (6.3) 相 矛盾 ,因而 对 于 任 


Qnt+l? 


意 的 Be AN{Q} 总 有 UNV py = 个 , 所 以 x 的 开 邻 域 U 仅 与 {V 。, } se 中 至 多 一 个 元 相交 ， 


故 {V。, } sn 是 X 的 离散 开 集 族 . 


下 证 {V。, } ,wen 是 空间 X 的 覆盖 . 设 yeX. 对 于 每 一 neN, 因为 {U,, } A 是 X 的 


履 盖 , 令 w, (y)=min{w eA : yeU,,】, 再 令 Q(y)=min{ Q,(y) : ne N}, 则 存在 neN 使 得 


Q (y)=Q(y), 即 w (9) 是 A 中 使 得 yeU ,的 最 小 者 , 从 而 ye UsowysNU ,woyUy np 对 
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于 每 一 y < Q(y) 若 存在 xe st(y, Wio) 门 UD ) ,1， 则 存在 Ue WU, 使 得 x, yeU， 由 (6.3) 有 


YS U,.,+2 : 矛盾 ， 于 是 St(y, U ia ) 站 Wats= YO, 所 以 st(y, Uy ) 门 (U el De )=, 故 


因而 WwW 有 Go 离散 开 加 细 {V 。, } oem 时 


ye Un Un . (6.4), yeV 


a nN 


J. W. Tukey[1940] 称 具有 定理 1.5.6(3) 性 质 的 空间 是 全 正规 (ully normaD) 空 间 ， 并 且 证 明 


了 度量 空间 是 全 正规 空间 ,定理 1.5.6 的 (2) 等 价 于 (3). A. H. Stone[1948] 证 明了 定理 1.5.6 的 (1) 


等 价 于 (3). E. Michael[1953] 证 明了 定理 1.5.6 的 (1) 等 价 于 (4). 
下 面 进一步 介绍 1957 年 E. Michael 关于 仿 紧 性 的 闭 包 保持 加 细 刻 画 . 若 空 间 X 的 子 集 


族 Pp 是 XX 的 可 数 个 闭 包 保持 集 族 的 并 , 则 称 Pp 是 X 的 Go 闭 包 保持 族 (Ga -closure-preserved 


family). 


定理 1.5.7 (Michael[1957]) 对 于 正则 空间 XX 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(1) X 是 仿 紧 空间 ; 
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(2) X 的 每 一 开 有 覆盖 有 ca 闭 包 保持 的 开 加 细 ; 
(3) X 的 每 一 开 歼 盖 有 闭 包 保持 的 闭 加 细 ; 
(4) X 的 每 一 开 歼 盖 有 闭 包 保持 的 加 细 . 


证 明 ”由 定理 1.4.5 知 () 一 (2). 


(0) 一 G). 设 U={U。} 是 空间 X 的 开 覆 盖 . 因为 X 是 正则 空间 , X 有 


ZU ieN 2, » 


W,={V NU,V, : VEZV | 


每 一 YV, 是 闭 


的 闭 集 , 而 多 是 和 的 闭 包 保持 集 族 ( 


i 


从 而 对 于 每 一 me N, U 


i<m 


WwW, 是 X 的 闭 包 保持 


x€ UW Un WW)) . 


的 闭 加 细 . 现在 要 证 WwW 是 X 的 闭 包 保持 


由 于 


FY n<i V ,= 


化 


信人 


和信 


信人 


U izm W ;是 闭 


族 (练习 1.4.3). 设 WU ,。 


站 
I 


开 覆 


包 保 持 的 ， 且 不 妨 设 V 加 细 U. 对 于 每 一 ieN, 置 V,=UY,， 


V NKNU nci Vn )» XU nziVn 是 X 


练习 1.4.2), 所 以 W, 也 是 的 闭 包 保持 集 族 (练习 1.4.4)， 


W , 则 是 


族 . 设 W CUW xe UW', 由 于 {V,}in 是 X 的 


覆盖 , 存在 me N 使 得 xe V,, 对 于 每 一 i>m 和 WeW "由 W,, WNV =， 所 以 


包 保 持 的 , 所 以 存在 WewW ， 


门 (U ;Wi)cW' 使 得 xe W=W. 故 W 是 的 闭 包 保持 的 闭 加 细 


(G3) 一 (4) 是 显然 的 . 


(4 之 (0. 07.DX 的 每 


履 盖 有 


闭 包 保持 的 精 


确 闭 加 细 . 


设 {Us } sh 是 空间 X 的 开 覆 盖 . 由 正则 性 , WU 有 闭 包 保持 的 闭 加 细 {F， } pe. 对 于 


每 一 B eT 存在 a(B)e 人 使 


能 某 


2&(CD)=Cc 1 可 


(7.2)X 是 正规 空间 . 


业 C, =@), 男 


租 


后 


Fe SU 


pg 么 {C 


200) 


} en 是 {U 


[24 


对 于 每 ~a eA 让 C,=U{F, : pel., 


a} aeh 的 闭 包 保持 的 精确 闭 加 细 . 


设 A 和 B 是 X 的 不 相交 的 闭 集 , 那么 IXNA,XNB} 是 X 的 开 履 盖 , 由 (7.0D), 存在 X 的 


闭 覆 盖 {TC,，C ，} 使 得 CC X、NA 


和 B 的 不 相交 的 开 集 


(7.3) X 的 每 一 


设 ZeIU。 } 


CEA 


， 故 六 是 正规 


开 履 盖 有 c 离散 的 


空间 . 


加 细 . 


是 空间 X 的 开 履 盖 ， 由 Zermelo 


C, CX\B, 1 


FF 是 XNCI 和 XNC, 是 和 的 分 别 包含 A 


民 序 定理 ,把 指标 集 人 良 序 化 . 对 于 每 


一 ieN, 归纳 构造 的 闭 包 保持 的 精确 闭 加 细 {C。, } 。， 使 得 
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03.1) 对 于 每 -aeA 有 Cu 站 (UsCaiai= 纪 


由 (7.D 取 {C。,} se 是 {Us } sen 的 闭 包 保持 的 精确 闭 加 细 . 设 对 于 i<n 已 构造 了 


{U。} sah 的 闭 包 保持 的 精确 闭 加 细 {C,; } en 满足 (7.3.D)， 下 面 构造 {C ,1} sa 对 于 每 一 


Ce 人 ,和 置 


(73D Un=Us NY go Ca: 


则 {Ui}aen 是 X 的 开 窗 新, 这 是 因为 对 于 每 一 xeX， 记 人 Y 中 含有 Xx 的 第 一 个 元 是 U,， 由 


归纳 假定 {C。, } eh 精确 加 细 {U 。} se， 于 是 U pyCgps CU Up 所 以 xeU, sn. 由 


0.D, X 的 开 覆 盖 {U 。, } wen 存在 闭 包 保 持 的 精确 闭 加 细 {C 。,， } sn， 则 


Co (NU gaC pr). 


对 于 每 一 x e 人 及 ieN, 置 V ,=XNU Co 则 V ;是 X 的 开 集 且 对 于 每 一 


zB ,Vi 由 V ,=@, 于 是 {V, ,sen 是 X 的 互 不 相交 的 开 集训 


. 由 于 {C。} oa 是 的 


精确 加 细 ,V。 CC。; CU。. 下 面 要 证 明 {V,; } onien 是 空间 X 的 履 盖 . 设 xeX. 对 于 每 一 


ie N, 因为 {C,;} oes 是 XX 的 覆盖 , 置 wx; CO=minf{c < 和 人 


: XxeC。;}. 取 正 整数 k 使 得 


or =minfo (x) : ie N}, 则 xeC jy. 当 Q<Q4 时 xgCorg， 当 0 >Q 时 由 (7.3.1)， 


x Co in, 所 以 xeV ya. 故 [Vj serien 是 UW 的 0 互 不 相交 的 


由 (7.1), X 的 开 鹤 盖 {V 。 } 


aeAieN 


击 得 


济 


ieN, 因为 X 是 正规 空间 ， 存 在 开 


W,={V,j 门 G，: Qe 人 A}. 对 于 xeX, 若 x& G,， 


元 不 相交 ; 车 xe G, ,那么 存在 唯一 的 a e A 使 和 


的 一 个 元 V,; niG ,相交 . 所 以 ,是 离散 的 开 集 


由 定理 1.5.6 ,X 是 仿 紧 空 间 . 是 


定理 1.5.8 (Michael 定理 [1957]) 闭 映射 保持 T, 仿 紧 性 . 


证 明 设 f:Xx 一 Y 是 闭 映 射 , 其 中 X 是 T, 的 仿 紧 空间 . 1 
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局 G ;使 得 


那么 x 的 


UsD。cGic G CU Vy 置 


F 加 细 . 


存在 闭 包 保持 的 精确 闭 加 细 {D 。;} ,nn . 对 于 每 一 


邻 域 XNG; 与 Wi 中 的 每 一 


xsV ,于 是 x 的 开 邻 域 V。 仅 与 2 中 


族 . 从 而 U ii 是 ZU 的 o 离散 的 开 加 细 . 


理 1.4.10, X 是 正规 空间 . 由 


| 


于 f 是 闭 映 射 , 所 以 Y 是 Tj 的 正规 空间 (练习 1.3.3), 于 是 Y 是 T, 的 正则 空间 . 对 于 空间 Y 


的 任 一 开 覆 盖 U,f (2U) 是 X 的 开 覆 六 ， 由 定理 1.5.7,f7! (20) 存 在 闭 包 保持 的 加 细 儿 从 而 f(D 
是 的 财 包 保持 的 加 细 ( 练 习 1.4.5), 故 Y 是 仿 紧 空间 .上 


定理 1.5.8 和 定理 1.4.13 说 明 仿 紧 性 有 很 好 的 映射 性 质 . 但 是 闭 英 射 未 必 保持 T 仿 紧 性 . 


回忆 商 映 射 的 定义 . 设 映 射 上 X 一 > Y.f 称 为 商 映射 (quotient mapping), 若 f"'(U) 是 XX 的 开 集 , 


则 喜 是 YY 的 开 集 . 这 时 空间 Y 称 为 X 的 商 空 间 (quotient space). f 是 商 映 射 等 价 于 若 f 7 (F) 


是 X 的 闭 集 ， 则 F 是 YY 的 闭 集 .Y 是 商 空 间 等 价 于 YY 赋予 关于 f 的 商 拓 扑 (quotient topology)， 


即 {UCY : f7 (U) 是 X 的 开 集 } 是 YY 的 拓扑 . 特殊 的 商 空间 是 粘 合 空间 (identification space). 


设 X 是 拓扑 空间 , A 是 X 的 非 空 的 闭 子 集 ， 对 于 商 集 X/A, 让 q:X 一 X/A 是 自然 对 应 ， 即 对 


于 xeX, 若 xeX、\A, 则 q(x)=x; 若 xeA， 则 g(x) 是 A 的 代表 元 . 集合 X/A 赋予 q 的 商 拓 
扑 称 为 粘 合 空间 , q 是 自然 商 映 射 . 这 时 q 是 闭 映射 (练习 1.3.2). 
显然 , 开 映 射 和 闭 映 射 都 是 商 映 射 . 


例 1.5.9 闭 映 射 不 保持 了 仿 紧 性 ( 林 寿 [1988a])， 


设 X=(NU{0DxQ、U{0) NN{(0,0)} 是 例 1.4.11 的 T 仿 紧 空间 . 把 X 的 闭 子 空间 {0}xN 


粘 合 成 一 点 0* 所 得 到 的 商 空 间 X/({0} x 国 记 为 Y=(Nx (NU{0}))U {0*}. 设 q:xXx 一 了 是 自然 
商 映 射 , 则 q 是 闭 映射 . 
沿用 例 1.4.11 的 记号 . 由 商 拓扑 的 定义 ,Nx(NU{0)》) 中 


的 点 在 空间 Y 中 的 邻 域 基 取 为 X 中 相应 点 的 邻 域 基 ， 点 0* 


在 YY 中 的 邻 域 基 元 形 如 {0*}U (U ,NnY(n, m ,))， 其 中 每 一 


m, >n. 让 V={0*} U (U jn Van, n)), {VV} U GO， 


图 非 仿 紧 空间 


O}UVGa,n) :neN}U {{@,m)} :n>m}. 则 GZ 是 Y 的 可 数 开 


履 盖 , 但 是 乡 的 任何 开 加 细 W 都 不 可 能 在 点 0* 是 局 部 有 限 的 . 事实 上 ， 由 点 0* 邻 域 基 元 的 
构造 知 0* 的 任 一 邻 域 W 与 每 一 个 {m 0)} UV(m, m) 相 交 . 因而 乡 不 存在 局 部 有 限 的 开 加 细 . 
故 Y 不 是 仿 紧 空间 .里 


由 Tychonoff 积 定理 (定理 1.1.12) 知 道 一 族 紧 空间 的 积 空间 是 紧 空 间 . 由 定理 1.3.3 和 定 
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理 1.4.13 知 仿 紧 空间 与 紧 空 间 的 积 空 间 是 仿 紧 空间 (练习 1.4.6). 然而 ， 两 个 仿 紧 空间 的 积 空 
间 可 以 不 是 仿 紧 空间 . 


例 1.$.10 (Michael[1963]) 存 在 T, 的 仿 紧 空间 与 无 理 数 空间 的 闭 子 空间 之 积 空 间 不 是 


正规 空间 . 


记 单位 闭 区 间 I 中 的 有 理 点 集 为 Q, 无 理 点 集 为 P. 集合 I 赋予 如 下 拓扑 :V 是 I 的 开 集 当 且 


仅 当 存在 I 中 的 欧 儿 里 得 开 集 G 和 P 的 子 集 B 使 得 V=G UB. 这 样 得 到 的 拓扑 空间 记 作 X， 称 


为 Michael 直线 (Michael line). 显然 , X 是 T, 空间 . 利用 I 关于 欧 几 里 得 拓扑 的 正则 性 及 P 中 


点 是 X 的 孤立 点 知 XX 是 正则 空间 . 


设 多 是 空间 X 的 开 履 盖 , 因为 @ 是 可 数 集 ,， 存在 l 的 可 数 子 集 U' 歼 盖 Q， 由 于 了 中 的 点 


是 X 的 孤立 点 , XNUZB 是 X 的 闭 子 集 , 所 以 UU{{x} :xeXNU2YU} 是 UW 的 o 离散 的 开 加 


细 . 由 定理 1.5.6, X 是 仿 紧 空间 . 


下 赋予 实数 空间 的 子 空间 拓扑 ， 则 严 是 正则 的 Lindel6f 空间 ， 由 推论 1.4.6, 正 是 仿 紧 空间 . 


下 证 XX 严 不 是 正规 空间 ， 


令 A=QX 了 了 B={(x x) :xeP}), 则 A 和 B 


是 XXP 中 不 相交 的 闭 集 , 为 证 明 XXP 不 是 正 


规 空间 ,只 要 证 明 对 于 XXP 中 包含 B 的 任何 


l (Xx, y)EA 
DEVxXW 


集 U 有 AN Uz 名. 对 于 每 ~ neN， 置 


P, ={xeP : {x}XB(x, 1/n)cU}, 其 中 对 于 每 
d(x, y)<1/2n, d(z, x)<1/2n 


一 x, y € RR, 让 d(x, y)=lx-y|, HB BG, 


Michael 直线 X 与 无 理 数 子 空间 PP 的 积 空间 


因为 无 理 数 集 P 不 能 表示 为 实数 空间 展 中 的 F。 集 (F 。 -set， 即 可 数 个 闭 集 之 并 ,， 见 定理 1.7.6 


或 练习 17.3)， 以 r 表示 实数 空间 及 的 欧 几 里 得 拓扑 , 那么 了 zx U ,nw cl , (P, ), 存在 


于 (x, yeA, 为 了 证 明 AN 门 Uz 名 ,只 要 证 明 (x， 


xe Q[ cl (P , ) 及 yeP 使 得 d(x, y)<1/2n. 


JeU, 即 对 于 x 在 X 中 的 任 一 开 邻 域 V 及 y 在 P 中 的 任 一 开 邻 域 W 有 (VXWNUz 名 . 由 
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X 中 拓扑 的 构造 ,V=GUB,， 其 中 G 是 I 中 的 欧 几 里 得 必 


存在 ze G 门 P, 使 得 d(z, x)<1/2n， 从 而 (z 


构造 知 (z, y) eU, 所 以 (V XW)[1Uz 久 . 


F 集 ,B 二 也 于 是 xeG 人 cl,(P, ), 所 以 


,YEVXW Hd(z, y)<d(z, x)+d(x, y)<1/m. 由 P, 的 


因此 ,XXXP 不 是 正规 空间 . 目 


寻求 适当 的 仿 紧 空间 类 使 其 有 限 乘 积 或 可 数 乘积 是 仿 紧 空间 诱发 了 一 般 拓扑 中 许多 深 


刻 的 工作 ( 见 Burke[1984]). 


1.5.1 设 和 A 是 空间 X 的 闭 离散 子 集 


, 证明: {{x} 


练习 


: XeA} 是 XX 的 离散 集 族 . 反之 是 否 成 


1.5.2 设 久 是 TT 空间 , A 是 X 的 子 集 . 证 明 下 述 条 件 相互 等 价 : (1) A 是 X 的 闭 离散 子 


空间 ; (2) {{x} : xe A} 是 X 的 闭 包 保持 集 族 ; (3) {{x} :xeA} 是 X 的 离散 集 族 . 


1.5.3 ” 设 必 是 空间 X 的 闭 子 集 族 , 证 明 : PP 是 XX 的 离散 集 族 当 


持 且 互 不 相交 的 集 族 . 


1.5.4” 若 空间 XX 的 每 一 开 履 盖 有 点 星 


加 细 , 则 XX 是 正规 空间 . 


仅 当 了 是 XX 的 闭 包 保 


1.5.5 ” 若 空 间 X 的 覆盖 YU 存在 局 部 有 限 ( 或 点 有 限 ) 的 开 加 细 , 则 也 存在 局 部 有 限 (或 


点 有 限 ) 的 精确 开 加 细 . 


1.5.6 证明 :T， 仿 紧 空 间 的 FE。 子 集 


是 仿 紧 子 空间 . 


1.5.7 ”利用 例 1.5.9 的 空间 YY 的 一 点 紧 化 证 明 : T| 仿 紧 空间 的 F, 子 集 未 必 是 仿 紧 子 空间 


( 葛 英 [1997]). 


1.5.8 ” 设 必 是 空间 XX 的 闭 包 保持 的 闭 集 族 , 令 E={xe XX: 门 {PeP:xeP}={x}}. 证 明 : 


E 是 X 的 闭 离散 子 空 间 . 


1.5.9 ” 设 {x,，:neN} 是 正规 空间 X 的 闭 离 散 子 集 ， 则 存在 X 的 离散 


XEV,. 


§1.6 


局 部 紧 空间 


sol 


集 列 {V， } 使 得 全 


本 节 有 二 部 分 内 容 , 一 是 介绍 局 部 紧 空间 的 等 价 刻画 和 映射 性 质 ， 二 是 介绍 局 部 紧 空 


I 


间 的 商 映 象 一 一 k 空间 的 性 质 . 回忆 局 部 紧 空间 的 定义 ， 空 间 X 称 为 局 部 紧 空 间 (locally 


37 


compact space”), 若 X 的 每 一 点 具有 一 个 紧 的 邻 域 . 


引 理 1.6.1 T， 的 局 部 紧 空 间 是 完全 正则 空间 . 


证 明 设 X 是 T, 的 局 部 紧 空 间 . 对 于 X 中 的 点 z 及 其 开 邻 域 U， 由 局 部 紧 性 ,存在 z 


在 X 中 的 紧邻 域 Z, 置 V=U 门 Z*, 则 zeV 因为 X 是 T, 空间 ， 由 推论 1.1.6 和 推论 1.1.5， 紧 


集 Z 是 XX 的 正规 的 闭 子 空间 ， 故 存在 连续 函数 g: Z 一 I 使 得 g(z)=0, g(ZNV)c{1}. 定义 


久 一 I 使 得 当 xeZ 时 f(x)=g(x)， 当 xeXN\Z 时 f(x)=1， 下 面 验证 f 在 X 上 连续 . 设 F 是 I 中 的 


闭 集 , 若 1gF 则 f7 (B=g 7 (四 是 X 的 闭 子 集 ; 若 1eFE, 则 f71(B)=g 1(BUCXNVY) 也 是 XX 


的 闭 子 集 . 所 以 f 是 X 上 的 连续 函数 ， 且 满足 f(z)=0, {XNU)c {1}), 故 X 是 完全 正则 空间 . 
| 


定理 1.6.2 对 于 空间 X 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(和 是 T， 的 局 部 紧 空 间 ; 


(2) 对 于 X 的 每 一 T, 紧 化 cX, cX\c(X) 是 cX 的 闭 集 ; 


(3) 一 点 紧 化 OX 是 T, 空间 ; 


(4) 存在 X 的 T; 紧 化 cX 使 得 cX\cGO 是 cX 的 闭 集 . 


证 明 (之 人 O). 设 X 是 T, 的 局 部 紧 空间 , 则 c(X) 是 cX 的 局 部 紧 子 集 . 对 了 


zec(X), 存在 z 在 c(X) 中 的 紧邻 域 V, 则 V 是 cX 的 闭 集 . 令 W=int,(x,(V)， 则 存在 cX 的 


集 U 使 得 W=U 仆 c(X). 由 于 c(X) 是 cX 的 稠密 子 集 , 所 以 U=U 几 ce(X) < UNc(X)=W cV 


因而 V 是 z 在 cX 中 的 邻 域 . 故 c(X) 是 cX 的 开 集 . 


(1) 沪 (3). 对 于 oO XX 中 不 同 的 两 点 x, z, 不 妨 设 z=Q， 由 引 理 1.6.1, 存在 x 在 XX 


的 闭 


紧邻 域 U, 则 UU 与 @XNU 分 别 是 x,z 在 w XX 中 不 相交 的 邻 域 所 以 wX 是 T, 空间 . 


3) 过 (49) 和 (G3) 过 (4) 是 显然 的 (4) 过 (1). 设 存在 X 的 T, 紧 化 cX 使 得 cXN\c(X) 是 cX 的 


闭 集 . 由 于 cX 是 正则 空间 , 于 是 cX 的 开 子 空间 c(X) 是 T, 的 局 部 紧 空 间 ， 从 而 是 T, 的 


局 部 紧 空间 .时 


2 1923 年 由 P. Alexandroff 定义 . 
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定理 1.6.3 


设 fX-> 站 是 逆 紧 


证 明 


对 于 每 一 xef  (y)， 存 在 x 在 X 


盖 了 f ” (9)， 从 而 存在 有 


De, 


» 


Y 的 紧 子 集 , 所 以 KC ,) 是 y 在 Y 


反之 , 设 Y 是 局 部 紧 空间 , 对 于 每 一 xe X, f(x)=y 在 Y 中 有 紧邻 域 K，， 


射 ，1 


定义 1.6.4 


设 P 


| 
征 


设 义 是 局 部 紧 空间 . 对 于 每 一 ye Y,f 1(y) 是 X 的 紧 子 集 ， 


限 子 敌 着 {(C ,)”} 


分 别 是 X 的 开 子 集 和 紧 子 集 


定理 1.3.6,f (区 ,) 是 x 在 和 上 


IT<1“ 


了 映射, 则 X 是 局 部 紧 空 间 当 


因为 XX 是 


仅 当 Y 是 局 部 紧 空间 . 


局 部 紧 空间 ， 


F 的 紧邻 域 C .,， 于 是 X 的 开 子 集 族 {(C,)”: xef -1(y)} 覆 


令 U,=U ji,(C,) ,C=U i,C,. 这 时 


f" (WEU, CC 


在 y 在 立 中 的 开 邻 域 V ,使 得 全 (V ,)cU，， 


因此 ysV , Cf(C ,). 1 


的 紧邻 域 . 故 Y 是 局 部 紧 空 间 . 


FP 的 紧邻 域 . 故 X 是 局 部 紧 空 间 . 上 


AcCX 使 得 对 于 每 一 Pe PP 站 A 是 P 的 闭 集 , 则 A 是 X 的 闭 集 . 


PNU 是 P 的 开 集 . 


若 空 间 X 关于 P 具有 弱 拓 扑 ,局 


Bb 么 XX 的 子 集 U 是 X 的 开 


于 f 是 闭 映射 ，| 


定理 1.3.2, 存 


f 的 连续 性 , fC , ) 是 


因为 了 是 逆 紧 映 


空间 X 的 覆盖 . 空间 X 称 为 关于 刀具 有 弱 折 扑 (weak topology)， 若 


集 当 且 仅 当 对 于 每 一 Pe 马 


空间 X 称 为 k 空间 (k-space，Gale[1950]), 若 X 关于 全 体 紧 子 集 组 成 的 覆盖 具有 弱 拓 扑 . 


紧 子 集 K 有 KN 门 A 是 KK 的 闭 集 , 则 A 是 


即 ， 空 间 X 是 k 空间 , 若 ACX 使 得 对 于 X 的 每 


X 的 闭 旬 


Zi 


定理 1.6.5 


证 明 


局 部 紧 空间 ， 存 在 x 的 紧邻 域 C， 居 


局 部 紧 空间 是 空 


间 C 的 闭 集 . 故 X 是 k 空间 . 目 


引 理 1.6.6” 商 映射 
证 明 


子 集 K, KNA 是 K 的 闭 集 ， 如 果 工 是 X 的 紧 子 集 , 那么 f(D) 是 Y 的 紧 子 集 ， 


保持 上 空间 


间 . 


设 X 是 局 部 紧 空 间 , 若 X 的 子 集 A 不 是 X 的 闭 集 , 则 存在 xe A A. 因 


为 X 是 


b 么 xeclc(ANONCANO, 所 以 ANC 不 是 X 的 紧 子 空 


性 质 . 


设 fX 一 Y 是 商 映射 ， 


口 


PX 是 k 空间 . 若 A 是 Y 的 子 集 使 


得 对 于 Y 的 每 一 紧 


于 是 f(D) 站 A 是 


fD) 的 闭 集 . 由 于 ff 江 一 fD 是 映射 , 所 以 Go GDmA=Lnt (A) 是 L 的 闭 集 . 因为 X 


是 k 空间 ， 因 此 f7 (A) 是 X 的 闭 集 , 又 
| 
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因为 了 是 商 映 射 , 所 以 A 是 Y 的 闭 集 , 故 Y 是 k 空 间 . 


为 证 明 k 空间 是 局 部 紧 空 间 的 商 映 象 , 先 对 定义 1.4.8 中 的 拓扑 和 概念 作 补充 说 明 . 若 


[X。 joer 是 空间 X 的 覆盖 , 对 于 每 一 we A, 让 Z。 


是 积 空间 Xu。 x{c}， 则 {Z。} sn 是 一 族 互 不 相交 的 


拓扑 空间 族 , 定义 拓扑 和 旬 ,_,Z。，, 称 昌 ,ZZ。 是 履 


盖 ( 或 子 空 间 族 ){X 。} ,的 拓扑 和 . 对 于 每 一 we A， 


定义 hu :Z。 一 X。 使 得 h(x，Q))=x, 则 h。 是 同 胚 . 


令 Z= 四 ，Z . 映射 fZ 一 X 称 为 自然 映射 (natural mapping)， 若 对 于 每 一 weA 有 


CE 人 CQ 


a 


引 理 1.6.7 设 了 是 空间 X 的 履 亲 , Z 是 覆盖 多 的 拓扑 和 . 若 人 Z 一 X 是 自然 映射 ， 则 了 


是 商 映 射 当 且 仅 当 X 关 于 具有 弱 拓 扑 . 


证 明 记 Z{F,}。、, 2Z=@,_Z 并 且 对 于 每 一 e 人 存在 同 胚 h, :Z。->F，. 由 于 f 


是 自然 映射 ,所 以 每 一 fiz =h, . 


设 f 是 商 映 射 . 对 于 X 的 子 集 A, 若 每 一 A 站 MF, 是 F, 的 闭 集 ， 那么 


f(A)= 田 hrOAmEF ) 是 Z 的 闭 集 , 于 是 A 是 X 的 闭 集 , 所 以 X 关 于 又 具有 弱 拓 扑 . 反 


之 ,如果 X 关于 了 


有 弱 拓扑 ， 并且 X 的 子 旨 


A 使 得 f71(A) 是 Z 的 闭 集 ， 那么 对 于 每 一 


A 


Y 


aesA,Z。.nfr OA)=hz (AnF。) 是 Z。 的 闭 子 集 , 所 以 ANF。 是 F。 的 闭 集 , 从 而 A 是 X 


的 闭 集 ， 故 f 是 商 映 射 . 目 
定理 1.6.8 ” (Gale[1950]) 对 于 空间 X 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(1)X 是 k 空间 ; 


(2) X 是 仿 紧 局 部 紧 空间 的 商 空间 ; 


(3) X 是 局 部 紧 空 间 的 商 空间 . 
证 明 (一 0O). 设 X 是 kk 空间, 则 X 关于 全 体 紧 子 集 所 组 成 的 覆盖 及 具有 弱 拓 扑 . 让 
Z 是 用 的 拓扑 和 , 则 乙 是 仿 紧 的 局 部 紧 空 间 , 由 引 理 1.6.7,X 是 仿 紧 局 部 紧 空 间 乙 的 商 映 象 . 


(2) 一 (3) 是 显然 的 . 而 (3) 一 (1) 由 定理 1.6.5 和 引 理 1.6.6. 上 


设 两 映射 Z 一 Y 和 h:X 一 W, 映射 f 与 h 的 积 映射 fXh:ZxX 一 YXW 定义 为 fXh(z， 
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x)=(f(z), h(x)). 对 于 空间 X, 以 idx: 和 一 X 表示 恒 等 映射 , 即 每 一 idx CO=x. 两 个 闭 映 射 的 


积 映 射 未 必 是 商 映射 . 


例 1.6.9 ”让 X=RN{L2, 1/3,.….} 赋 予 实数 空间 RR 的 子 空间 拓扑 ， 且 idx :X 一 X 是 恒 等 映 


射 . 让 Y=R/N 赋 予 商 拓扑 且 :已 Y 是 自然 商 映射 . 则 idx 和 了 都 是 闭 映 射 , 下 面 证 明 积 映 


射 g=id、 xf:Xx 民 一 XxY 不 是 商 映 射 . 让 FF={(1itzx/jitl 办 :i,j=2,3,...}, 则 FF 是 Xx 民 的 


闭 集 . 由 于 (0, f(1))e g(F) Ng(F), 所 以 g(F) 不 是 XxY 的 闭 集 , 又 由 于 F=g“'g(F), 于 是 g 不 


是 商 映 射 . 四 


引 理 1.6.10 〈Whitehead 生 定理 [1948]) 设 映射 fZ 一 Y 让 g=id 、 Xf:XXZ>XXY. 若 X 


是 T, 的 局 部 紧 空间 ,f 是 商 映 射 , 则 g 是 商 映 射 . 


证 明 对 于 XXY 的 子 集 W, 设 sg- (W) 是 XXZ 的 开 集 , 任 取 点 (x, ye W, 则 {x}X 


fi(y)Cg 1(W), 对 于 zef71(y)， 由 定理 1.6.1, X 是 正则 空间 , 选取 x 在 X 中 的 开 邻 域 U 使 


得 U 是 X 的 紧 子 集 且 U X{zjcg 7 (W), 那么 gg(UX{zDcg (WW), 即 UX 


f(y) cgl1W). 令 V={QeY: UXfJ1(Qg)cg TW)), 则 (x,yeUXVcWw. 往 证 V 是 Y 


的 开 集 . 由 于 器 是 紧 空间 ， 由 定理 1.3.3, 投影 映射 p,:U XZ 一 Z 是 闭 映 射 从 而 


f7!(V)={zeZ : U Xf fcg WwWj=tzeseZ: UX{z}cg (WZ\p, (CUXZN 


g 1(W)) 是 Z 的 开 集 , 所 以 V 是 Y 的 开 集 , 因此 W 是 XXY 的 开 集 , 故 g 是 商 映射 . 国 


定理 1.6.11 (D.E. Cohen 定理 [1954])T, 的 局 部 紧 空间 与 k 空间 之 积 空间 是 k 空间 . 


证 明 设 X 是 T, 的 局 部 紧 空 间 , Y 是 k 空间 . 让 Z 是 空间 YY 的 全 体 紧 子 集 所 组 成 的 空 


间 族 的 拓扑 和 , fZ 一 Y 是 自然 映射 , 则 Z 是 局 部 紧 空 间 且 了 是 商 映 射 . 让 g=idx Xf:X 义 


Z 一 XXY, 由 引 理 1.6.10, g 是 商 映 射 . 由 于 XXZ 是 局 部 紧 空间 , 于 是 XXZ 是 k 空 间 , 再 | 
引 理 1.6.6, XXY 是 k 空间 . 目 


加 拿 大 数学 家 C. H. Dowker(1912-1982)[1952] 首 次 构造 了 两 个 k 空间 ， 其 乘积 空间 不 是 


3 英国 数学 家 J. H. C. Whitehead(1904-1960), 他 是 美国 数学 家 O. Veblen(1880-1960) 的 学 生 , 英国 数学 家 和 
哲学 家 A. N. Whitehead(1861-1947) 是 他 的 伯伯 . 中 国 数学 家 张 素 诚 (1916-”) 是 JH.C. Whitehead 的 学 生 . 
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k 空 间 . 例 1.6.9 中 的 积 空间 XxY 不 是 k 空 间 . 事实 上 ， 仍 使 用 例 1.6.9 中 的 记号 . 一 方面 , g(F) 


不 是 XxY 的 闭 集 . 另 一 方面 , 对 于 XxY 的 任意 的 非 空 紧 子 集 K, 那么 p,(K) 可 视 为 RR 中 的 


有 界 闭 集 , 于 是 g(F) 站 K 是 有 限 集 ， 所 以 g(P) 站 K 是 XxYY 的 闭 集 . 这 说 明 XxY 不 是 k 空 间 . 


练习 
1.6.1 证 明 : 开 映 射 保持 局 部 紧 空 间 性 质 . 


1.6.2 设 {[X，} ,是 一 族 非 空 的 T, 局 部 紧 空间 . 证 明 : 积 空间 了 ,_、X。 是 局 部 紧 空间 


I 


且 仅 当 存 在 A 的 有 限 子 集 工 使 得 当 c e A\T 时 XX 是 紧 空 间 . 


1.6.3 设 义 是 k 空间 , 证 明 :fX 一 YY 是 连续 函数 当 且 仅 当 对 于 X 的 任 一 非 空 紧 子 集 K， 


fix :天 一 KK) 是 连续 函数 . 


1.6.4” 设 映射 fx 一 >Y 是 k 上 映射 cmapping， 即 空间 Y 的 每 一 紧 子 集 的 逆 象 是 空间 X 的 


紧 子 集 ), 者 Y 是 T, 的 kk 空间, 则 f 是 闭 映射 . 


1.6.5 ” 设 F 是 空间 X 的 覆盖 ,Z 是 覆盖 3 的 拓扑 和 ,f 是 从 乙 到 X 上 的 自然 映射 . 证 明 : (1) 
若是 X 的 开 履 盖 ， 则 上 是 开 映 射 ; 2) 若是 X 的 局 部 有 限 的 闭 覆 盖 ， 则 上 是 逆 紧 映射 . 

1.6.6 设 f:X 一 Y 是 商 映 射 . 若 空 间 X 关于 覆盖 刀具 有 弱 拓 扑 ， 则 Y 立 关于 履 盖 f 坟 共有 
弱 拓 扑 . 


81.7 “Cech 完全 空间 


为 了 讨论 度量 空间 和 函数 空间 的 完全 性 作 准 备 ， 本 节 介 绍 T, 局 部 紧 空 间 的 重要 推广 : 


Cech 完全 空间 及 Baire 空间 . 先 看 定理 1.6.2 的 推广 . 


引 理 1.7.1 对 于 空间 X 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(1) 对 于 X 的 每 一 T， 紧 化 cX, cXNcCSO 是 cX 的 下 旨 


pa 


(2) BX、NPB CO 是 BX 的 F, 集 ; 


A 


(3) 存在 X 的 T, 紧 化 cX 使 得 ecXNNc(X) 是 cX 的 和 


证 明 只 须 证 明 (3) 之 (D). 设 存在 XX 的 T, 紧 化 cX 使 得 ecXNc(X) 是 cX 的 F, 集 . 由 BX 


的 最 大 性 , 存在 连续 函数 f BX 一 cX 使 得 fB =c, 又 由 定理 1.3.10, f (CCXNCCO)=BXN 
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BCO, 所 以 BXNB CO 是 BX 的 F。 集 . 


J 


攻 对 于 X 的 任 一 T, 紧 化 c,X, 存在 连续 


即 cjXNciCO 是 cjX 的 F。 集 . 国 


1937 年 E. Cech 定义 了 引 理 1.7.1 刻画 


定义 1.7.2 ” 空 


Tj 空间 且 


由 定理 1.6.2,T, 的 局 部 紧 空间 


满足 定理 1.7.1 9 


的 拓扑 性 质 


间 X 称 为 Cech 完全 空间 (Cech-complete space)” 如果 叉 


PF 的 条 件 之 一 ， 即 X 是 ( 某 一 或 各 


间 . 下 面 建立 Cech 完全 空 
双 如 果 存 在 As 如 使 得 BCA, 记 为 6 (B)<A. 


定理 1.7.3 ”完全 正则 的 了 | 空 


E 间 的 内 在 刻画 


田 . 设 台 ; 


间 X 是 Cech 完全 空 


函数 fi :BX-ciX 使 


司 是 Cech 完全 空间 . 无 理 数 空 


令 BXNB CO=U，,esE， 


得 


间 是 非 局 部 


是 空间 X 的 覆盖 ， 


中 


f 


称 X 的 子 集 B 的 直径 小 于 


B=c,, 用 


fi(BXNB CO))=ciXNciC8), 所 以 clXNeiCO= Unfi(F,) 且 每 一 了 1(F, ) 是 c,X 的 闭 集 , 


FE 一 )T, 紧 化 eX ' 


间 当 且 仅 当 存在 X 的 开 


每 一 ,是 BX 的 闭 


由 定理 1.3.10， 


是 完全 正则 的 


的 G; 集 . 


紧 的 Cech 完全 空 


覆盖 列 {4) } 


满足 : 对 于 X 的 每 一 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 又 如 果 对 于 每 一 ieN, 存在 中 的 元 直径 小 


| 


证 明 必要 性 . 设 


FA,, 则 门 Fz2. 


公 久 


存在 
得 xs C Vs 
{ 难 ;} 具 有 所 要 求 的 性 质 . 


设 {F， } SEA 是 X 的 


小 于 如， 因为 {F } ,s (关于 BX 的 闭 包 ) 是 紧 空 


XE Eas Fe 


在 BX 的 开 集 列 {G，, } 使 得 X= 门 ,\ G,. 对 于 每 一 xeX 和 ieN, 存在 BX' 


是 Cech 完全 空间 , 不 妨 设 X 是 Stone-Cech 紧 化 BX 的 G,; 集 ， 即 


ss 


~ 


xc 下 CXNV,, CS 


NN ses Fs #1. 


4 过 去 习惯 上 将 Cech-complete space 译 为 Cech 完备 空间 .本 书 按 《 数 学 名 词 》( 科 学 出 版 社 ， 


Cech 完全 空间 . 
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间 BX 的 


i 二 Gi. 令 了 ={X 站 Vi ex; 则 有 %, 是 X 的 玫 


的 开 集 V 使 


5 


有 


~ 


限 


交 性 质 的 闭 集 族 ， 存 在 


Me 于 是 xe 间 jnG;=X. 故 xsX 站 Cn ,os E )= 站 sesF 


F 获 盖 . 下 面 证 明 X 的 履 盖 列 


了 有限 交 性 质 的 闭 集 族 且 对 于 每 一 ieN, 存在 {F,} ,os 中 的 元 直径 


对 于 每 一 ieN, 存在 s,eS 和 x,eX 使 得 F,cXN 站 V,,, 那么 


， 即 


1993) 改 译 为 


充分 性 . 设 完全 正则 的 Ti 空间 X 共有 开 履 盖 列 {4; } 满 足 所 列 条 件 . 记 XCB X. 对 于 每 


一 isN， 首 ,={U ,i} ,os ,存在 BX 的 开 集 V,; 使 得 U,,=X 作 V,,， 令 G,=U ses V si 则 


G, 是 BX 的 开 集 且 XcG,. 设 xe 门 ,nwG,, 让 2B, 是 x 在 BX 中 的 邻 域 基 FIXmV : 


Ve2B, }( 关 于 BX 的 闭 包 ). 则 F 是 X 的 共有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 . 对 于 每 一 ie N, 存在 


se S ,使 得 xeV,,, 由 BX 的 正则 性 , 存在 Ve 2B, 使 得 xeVcV cV,,, 于 是 


Sy 


6 (XN V )<4,. 由 假设 门 2# 名 . 因为 站 {V :Ve2B,}={x}, 所 以 xeX. 故 X= 门 NG， 


即 X 是 Cech 完全 空间 . 目 


定理 1.7.4” 设 X,Y 都 是 完全 正则 的 T| 空间 . 如 果 存 在 完全 映射 fX 一 Y 则 X 是 Cech 


完全 空间 当 且 仅 当 Y 是 Cech 完全 空间 . 


证 明 由 定理 1.3.13, f 的 扩张 f,:BX 一 BY 满足 fs (BX、X)c BYNY. 又 由 于 ff 是 


满 射 , 于 是 fg (BX、X)=B YNY. 这 说 明 BXNX 是 BX 的 F, 集 当日 仅 当 B YNY 是 BY 的 


F, 集 , 即 X 是 Cech 完全 空间 当日 仅 当 站 是 Cech 完全 空间 . 目 


Cech 完全 空间 的 重要 应 用 是 它 具 有 1899 年 法 国 数学 家 R. Baire(1874-1932) 就 实 直 线 建 


立 的 一 种 拓扑 性 质 . 回忆 Baire 空间 (N. Bourbaki[1948] 定 义 ) 和 第 二 范畴 集 的 概念 ,空间 X 称 


为 Baire 空间 (Baire space), 若 X 中 可 数 个 开 的 稠密 子 集 的 交集 是 X 的 稠密 子 集 . 设 A 是 空 


间 X 的 子 集 ,A 称 为 X 的 无 处 稠密 集 ( 或 玻 集 , nowhere dense set), 若 A ”= 个. 易 验 证 ,A 是 


X 的 无 处 稠密 集 当 且 仅 当 对 于 X 的 每 一 不 空 的 开 集 U, 存在 U 的 不 空 开 子 集 V 使 得 


V 站 A= 人 (练习 1.7.4). A 称 为 X 的 第 一 范畴 集 (first category seb, 若 A 是 X 中 可 数 个 无 处 稠 


密集 的 并 ; A 称 为 X 的 第 二 范畴 集 (second category seb, 若 A 不 是 X 的 第 一 范畴 集 . 


定理 1.7.5 (Baire 范畴 定理 )Cech 完全 空间 是 Baire 空间 . 


证 明 设 X 是 Cech 完 全 空间 ， 则 存在 X 的 开 履 盖 列 {4,，} 满 足 定理 1.7.3 的 条 件 . 让 {G ，} 


是 X 的 开 的 稠密 子 集 列 且 G= 门 ,NG,,， 要 证 G 是 X 的 稠密 子 集 , 即 若 U 是 X 的 非 空 开 集 ， 


则 UnGz# 纪 . 下面 由 归纳 法 构造 满足 定理 1.7.3 条 件 的 集 列 =-{F，} ,_, 使 得 每 一 


下， cUNG,. 
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UNAI,NG, 儿 , 取 xieUNA, 门 Gj. 由 XX 的 1 
VicUNAING,. 
A, ex, 使 得 Vi 站 A, 门 G, 名, 取 x,eEVj 门 A, 门 G,, 存在 x ,在 X 
得 V CV 站 A, 人 门 G,. 显然 V, CUNG,. 继续 


{F, }={V} 满 足 每 一 F,, 二 F, cUNG, 


因为 G , 稠密 于 X, V 是 X 的 非 空 开 集 


而 UN GN ,en (UNG, )S NN je 天 O. 


定理 1.7.6 ”Baire 空间 是 第 二 范畴 的 . 


难 , 是 义 的 天 


F 履 盖 ， 所 以 存在 


上 


的 


因为 G 稠密 于 X, U 是 X 的 非 空 开 集 且 | 是 X 的 开 履 盖 , 所 以 存在 As 了 ;使 得 


E 则 性 , 存在 x 在 X 中 的 开 邻 域 V 使 得 


邻 域 V， 使 


上 述 过 程 ， 得 到 X 的 非 空 闭 集 列 


上 日 6 (F, )<4 .由 定理 1.7.3, 门 nF 关 久 ,从 


证 明 设 X 是 Baire 空间 . 若 X 不 是 第 二 范畴 的 , 则 X 是 第 一 范畴 的 , 即 X 是 可 数 个 无 


处 稠密 子 集 {TA，} ,nw 的 并 .1 


A, )*@. 然而 ， N LN CCNA )=XNU NA ERKU A = 矛盾 . 故 X 


然而 , 第 


X= QU (1, 2) 赋 予 实 直线 尺 的 子 空间 拓扑 . 忆 


因而 XNA, 是 X 的 


空间 未 必 是 Baire 空间 .如 记 (0, 1) 门 Q=Q ={r， 


的 稠密 子 集 , 而 X 是 Baire 空间 , 所 以 门 -NGN 


b 么 每 一 QQ Nf{r， DU (1， 2) 


周 . 和 YX 


人 了 


于 每 一 A, 是 X 的 无 处 秽 密 子 集 , 即 (A ,) = 杂 ， 所 以 


HA 一 


和 十 玫 一 


: neN}, 并 且 让 


的 笛 


密 子 集 , 且 站 ,QI NT )UG 2)=(1 2) 不 是 X 的 稠密 子 集 ， 所 以 X 不 是 Baire 空间 . 又 


因为 和 的 


子 空间 (1, 2) 


目 . 和 一 


ye X, 存在 同 胚 h: X 一 X 使 得 h(x)=y. 


定理 1.7.7 齐 性 
证 明 先 


族 第 一 范畴 帮 


的 


证 明 Banach2% 范畴 定理 


AAA 


二 范畴 空间 是 Baire 空间 . 


”1920 年 由 波兰 数学 家 W. Sierpifiski(1882-1969) 定义, 他 是 波兰 数学 学 派 (华沙 学 派 ) 的 创始 人 之 
学 家 S. Mazurkiewicz(1888-1945), K. Kuratowski(1896-1980), S. Marczewski(1907-1976) 都 是 他 的 学 生 . 


2 波兰 数学 学 派 ( 旦 
的 学 生 , 而 Steinhaus 是 德 


多 


是 第 二 范畴 的 , 所 以 X 也 是 第 二 


畴 空间 是 Baire 空间 的 条 件 . 空间 X 称 为 齐 性 空间 (homogeneous space25)， 若 对 了 


范畴 的 . 下 面 给 出 一 个 使 得 第 二 范 


六 任意 的 x， 


E(Banach category theorem，Oxtoby[1980]): 空间 X 中 一 


族 g 的 并 是 第 一 范畴 的 . 设 隐 是 X 的 “加 细 "g 的 极 大 互 不 相交 非 多 
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E 开 集 族 . 


… 波兰 数 


EE 沃 夫 学 派 ) 的 创始 人 之 一 S. Banach(1892-1945)， 他 是 波兰 数学 家 H. Steinhaus(1887-1972) 
到 数学 家 D. Hilbert(1862-1943) 的 学 生 . 


记 F={U。} on. 则 每 一 U。 是 第 一 范畴 的 ,存在 X 的 无 处 稠密 集 列 {VY w } 使 得 


U, =U ,nV 对 于 每 一 neN, 置 V,=U ,Vs, 则 V ,是 无 处 稠密 的 . 事实 上 , 若 X 的 


集 U 与 V, 相交 , 则 U 与 某 一 V。 相 交 ， 于 是 存在 U 人 TU。 的 非 空 开 子 集 V 使 得 


Vvnyv。=G, 从 而 VVu。= 纪 , 因此 V, 是 无 处 稠密 的 . 令 G=UG, 由 F 的 极 大 性 ，G \、 


U3F 也 是 X 的 无 处 稠密 集 . 从 而 GC(G NUF)U(U ,UV,)=(G NUF)U(U ,nV 着 


第 一 范畴 的 . 故 Banach 范畴 定理 得 证 . 


下 面 证 明定 理 1.7.7. 设 Z 是 齐 性 的 第 二 范畴 空间 . 如 果 乙 具 有 非 空 的 第 一 范畴 开 子 集 ， 


由 ZzZ 的 齐 性 ,Z 具有 第 一 范畴 的 开 履 盖 ， 再 由 Banach 范畴 定理 ,Z 是 第 一 范畴 的 , 矛盾 . 所 以 


Z 的 任何 非 空 开 集 均 是 第 二 范畴 的 . 设 {G， } ,ny 是 空间 Z 的 开 的 稠密 子 集 列 , O 是 2Z 的 非 空 


开 集 ， 则 {G，, 门 O} jen 是 子 空间 O 的 开 的 稠密 子 集 列 . 由 于 O 是 第 二 范畴 的 ， 


CNGmno=n nsG no)z 攻 , 即 门 NG ,是 Z 的 笛 密 子 集 , 故 Z 是 Baire 空间 .和 


练习 


1.7.1 证 明 : Cech 完全 空间 是 k 空间 . 


1.7.2 证明: Cech 完全 性 是 关于 闭 子 空间 和 G ; 子 空间 遗传 的 . 


1.7.3 设 A 是 空间 X 的 第 二 范畴 集 . 若 XNA 是 X 的 稠密 子 集 , 则 A 不 是 X 的 F。 集 . 


1.7.4 证明: 空间 X 的 子 集 A 是 X 的 无 处 稠密 集 当 且 仅 当 对 于 X 的 每 一 不 空 的 开 集 


U, 存在 U 的 不 空 开 子 集 V 使 得 V 门 A= 人 . 
1.7.5 证明: 空间 X 是 Baire 空间 当 且 仅 当 X 的 每 一 非 空 开 子 空间 是 第 二 范畴 的 . 
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第 二 章 ”度量 空间 


在 点 集 拓 扑 学 早期 对 实 直 线 和 欧 儿 里 得 空间 子 集 的 研究 中 发 现 一 些 具体 的 空间 性 质 可 
以 进一步 抽象 , 这 导致 法 国 数学 家 M. Fréchet(1878-1973)[1906] 在 博士 论文 中 引入 了 度量 
间 的 概念 . 度量 空间 类 包含 了 数学 许多 分 支 的 研究 对 象 ， 尤其 是 可 分 度量 空间 所 具有 的 良好 
性 质 为 众多 工作 的 出 发 点 . 本 章 从 点 集 拓扑 学 的 角度 介绍 度量 空间 的 一 些 基 本 性 质 , 同时 也 
为 第 三 章 讨论 度量 空间 的 映 象 和 第 四 至 六 章 研 究 函 数 空间 的 拓扑 做 准备 ,主要 由 三 部 分 内 
容 组 成 ,一 是 度量 空间 的 紧 性 、 可 分 性 、 仿 紧 性 和 完全 性 ， 二 是 度量 化 定理 ,三 是 度量 空间 
的 映射 性 质 


$2.1 度量 空间 
度量 空间 是 以 公理 形式 定义 的 . 从 实 直 线 中 点 的 距离 概念 可 以 抽象 出 距离 函数 (distance 


function) 和 度量 公理 . 


定义 2.1.1 对 于 非 空 集合 X, 设 函 数 d: XXX 一 [0,+ oo) 满 足 : 对 于 任意 的 x, y, ze X, 


(1) d(x, y)=0 当 且 仅 当 X=y( 正定 性 ); 


(2) d(x, y)=d(y, x)( 对 称 性 ); 
(3) d(x, y) <d(x, z)+d(z, (三 角 不 等 式 ). 
则 称 函 数 d 是 集合 X 上 的 度量 (metric) 或 距离 (distance), 集合 X 赋予 度量 d 称 为 度量 空间 


(metric space)， 记 为 (X, d). d(x, y) 称 为 点 x 与 y 之 间 的 距离 . 上 述 条 件 (1)~(3) 称 为 度量 公理 


(metric axiom). 


在 不 引起 混淆 或 不 必 特 别 指出 具体 的 度量 时 ,度量 空间 (X, d) 常 称 为 度量 空间 X. 


例 2.1.2 n 维 欧 几 里 得 空间 R” 


对 于 实数 集合 恨 中 的 任意 两 点 x 和 y, 定义 d(x, =|x-yl|， 则 d 满足 度量 公理 , 所 以 (R, d) 


是 度量 空间 ,简称 民 为 实数 空间 . 


一 般 地 说 , 对 于 实数 集合 及 的 na 次 笛 卡 儿 积聚" 中 的 任意 点 x=(X1 ,Xs,，.…,X,), y=(y 1 


y，，..…， y，),， 定义 d(x, W= Vx 一 y)” 十 (X， -y)) 十 .…… 十 (X，- y,) , 则 d 满足 度量 公理 ， 


称 d 为 了 ”上 的 欧 几 里 得 度量 (Euclidean metric), 展 " , d) 称 为 n 维 欧 几 里 得 度量 空间 ， 或 简称 
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欧 几 里 得 空间 (Euclidean space). 国 


四 


在 一 个 集合 上 一 般 可 以 定义 很 多 的 度量 . 如 在 实数 集合 民 上 ， 若 对 于 展 中 的 任意 两 点 x 


和 y, 当 x=y 时 定义 d(x, y)=0， 当 x 关 y 时 定义 d(x, y)=1， 则 (R, d) 也 是 度量 空间 ， 


例 2.1.3 Hilbert "空间 了 


及 ”表示 实数 集合 恨 的 可 数 次 笛 卡 儿 积 . 记 H 为 平方 收敛 的 所 有 实数 序列 构成 的 集合 ， 


即 H={x=(x1, x2,..)e 展 ”: 》 x <oo} 定义 d: 再 X 了 一 [0, +oo] 如 下 : 对 于 任意 的 


i=l 


X=(X 1，X，，….)，y=(y1，y，，…JJe H， 令 d(x, y)= [2,1 y) . 利用 Cauchy 不等式 
I 


尊 


b) < 》a;.》b?, 可 以 证 明 d 是 H 上 的 度量 . 度量 空间 (HL q) 称 为 Hilbert 空间 . 时 
i=1 i=] 


本 节 介 绍 度量 拓扑 、 可 度量 化 空间 、Baire 零 维 空间 的 概念 ， 同 时 说 明度 量 空间 的 一 些 


运算 性 质 , 如 有 界 度量 、 拓 扑 和 、 可 数 积 邹 


设 (X, d) 是 一 度量 空间 ,对 于 每 一 xe X, & 


空间 等 ,下 面 叙述 度量 空间 与 拓扑 空间 的 关系 . 


>0, 称 义 的 子 集 B (x, 8 )={yeX :dx,y)<e} 


是 以 点 x 为 心 ，& 为 半径 的 球形 邻 域 (ball neighborhood)， 简 称 为 x 的 2 球形 邻 域 . 在 不 引起 


混淆 时 , 简 记 B, (x, 8 ) 为 B(x，s)， 在 实数 空 


(Xx-€ 


Z)}， 


, X+€ ). 


间 民 中 ， 对 于 xe 民 , x 的 8 球形 邻 域 是 开 区 间 


引 理 2.1.4 度量 空间 (X, qd) 的 全 体 球形 邻 域 的 族 形成 X 上 一 拓扑 的 基 . 
证 明 令 B={B(x, 6 ):xeX, 8 >0}. 为 证 明 台 是 集合 X 上 一 拓扑 的 基 , 只 须 证 明 如 满 


上 


(B1) 若 U,VeBE 且 xseUnmv 则 存在 We 


(B2) UBX. 


(B22) 成立 是 显然 的 . (B1) 成 立 证 明 如 下 . 设 


中 


加 使 得 xeWcUNY; 


zeB(x, s)(|B(y, t), 取 r=min{s-d(x, 2z), t-d(y, 


则 r>0 且 zeB(z, 了 CBG, s) 门 By, 0). 事实 上 , 对 于 任 一 ae B(z, D， 由 三 角 不 等 式 , d(a， 


x) <d(a, z)+d(z, x)<r+d(x, Zz) <s， 所 以 B(z, 了?) CB(x, s). 同 理 可 证 B(z,DCB(Cy D. 国 


对 于 度量 空间 (X, d), 由 引 理 2.1.4,X 的 球形 邻 域 全 体 作 为 X 上 一 拓扑 的 基 , 生成 X 上 的 


27 
德 


* 法 


到 数学 家 D. Hilbert(1862-1943), 他 是 德国 数学 家 
国 数学 家 A. L. Cauchy(1789-1857). 


FE Lindemann(1852-1939) 的 学 生 . 


T 
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唯一 拓扑 , 称 为 由 度量 
一 类 特殊 的 拓扑 空 


定义 2.1.5 


d 导 


对 于 和 


出 的 度量 拓扑 就 


用. 


拓扑 空 


d 导出 的 度量 空间 (X, d) 上 的 度量 拓扑 (metric topology). 度量 空间 是 


间 . 若 无 特 别 说 明 , 度 
E 间 X 称 为 可 度量 化 衬 
是 X 上 的 拓扑 . 
E 一 非 空 集合 XX, X 赋予 离散 拓扑 ， 即 X 的 每 一 子 集 是 X 的 开 


量 空 间 上 的 拓扑 均 指 度量 拓扑 . 


间 (metrizable space)， 若 X 上 存在 度量 


集 . 另 一 方面 ， 


一 ~ 
?和 
hn 


在 集 


合 X 上 定义 函数 d: XXX 一 [0,+%) 使 得 对 于 X 中 的 任意 两 点 x 和 y， 当 x=y 时 让 d(x, y)=0， 


当 xy 时 让 d(x, y)=1， 则 (X, qd) 是 度 


出 的 X 上 的 度量 拓扑 就 是 离散 拓扑 ， 所 以 离散 空 


度量 导 
散 度量 空间 . 
定义 2.1.6 


二 
径 


定理 2.1.7 


当 上 确 


PC(diameter)， 


量 宗 


设 A 是 度 


设 (X, d) 是 度量 空 


量 空间 (X, d) 的 非 空 


量 邹 


导出 X 上 相同 的 度量 拓扑 . 


证 明 ”为 证 明 d…: XXX 一 [0, +oo) 满 足 度 


则 存在 x, y, zeX 使 得 dx, y)>d'(x, z)+d'(z, y)， 于 是 d'(x, z)<1 


Z)+d(z, y)=d (Xx, ZJ)+d (zy)<d(x y)， 矛盾 . 所 以 d 也 是 X 上 的 度量 . 


对 于 作 


拓扑 .四 
定理 2.1.8 


化 空间 . 


证 明 


d: XXX— [0,+%) 如 下 : d(x， | 


中 的 正定 性 


y)>d(x, Zz)+d(z, y), 于 是 d(x, Zz)<1 
y)=d a (X%, sd, (X, Z)+d。 (Z， y)=d(X， 2Z)+d(z, y)<d(x, y), 矛盾 . 故 (X， d) 是 度量 空间 . 


意 的 xeX 及 0<E <1, 存在 唯 


和 对 称 性 ， 


设 {((X,,d 


记 X=® ,A 


下 


量 空间 ， 


村 d(x, y)=min{1, d(x, y)}， 则 (X, d) 也 是 度 


三角 


称 d 是 X 上 的 离散 度量 


星 (discrete metric). 1 离 


间 是 可 度量 化 空间 ， 有 时 也 称 其 


E 子 集 , 称 d(A)=sup{d(x, y) : x, yeA]) 为 集 A 的 
界 不 存在 时 , 称 A 的 直径 为 无 限 大 ， 记 为 d(A)= oo. 规定 d( 亿 )=0. 


工 . 


量 空 间 ， 


EF 意 的 xeX 及 0<e <1, 有 Bi(C EE)=By (x, 6), 故 d 与 d 导 


度量 公理 


只 须 证 明 d 满足 三 角 不 等 


【24 


)} ,A 是 互 不 相交 的 度 


du (X, y) ， 
1 


量 空间 族 , 则 拓扑 和 四 ,_、X。 


CE 人 


存在 we 人 使 得 x,y eX。 


出 X 上 相同 的 度量 


是 可 度 


等 式 ， 若 不 然 ， 


d'(z, y)<1， 从 而 d(x, y) <d(x, 


是 


X。. 由 定理 2.1.7, 不 妨 设 对 于 任意 的 w seA 有 d。 (Xs。)<1. 定义 


. 显然, d 满足 度量 


公理 


其 它 情 形 


面 证 明 d 满足 三 角 不 


等 式 . 若 不 然则 存在 x, y, zeX 人 人 


d(z, y)<1， 从 而 存在 a e 入 使 


的 ae 人 使 


得 x, y, ZEX， 


得 xeX。, 于 是 B(x, &)=B, Co 2).1 
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使 得 d(x， 


， 因 此 d(x, 


和 的 定义 易 知 , 由 d 导出 的 X 上 的 度量 拓扑 恰好 是 由 d。 导出 的 X。 上 的 度量 拓扑 的 拓扑 和 . 


故 X 是 可 度量 化 空间 . 国 


定理 2.1.9 设 {(X,,d, )} 是 度量 空间 列 且 每 一 d, (X, ) 和 1. 对 于 笛 卡 儿 积 x=] I Xx, 


中 的 任意 两 点 x=(x , ) 和 y=(y, ), 定义 d(x， 加 
n=1 


d,(Xn，yn), 则 d 是 X 上 的 度量 且 由 d 


导出 的 X 上 的 度量 拓扑 就 是 由 d， 导出 的 X, 上 的 度量 拓扑 的 积 拓扑 . 


证 明 容易 验证 d 满足 度量 公理 ,于 是 (X, 四 是 度量 空间 . 下 证 由 d 导出 的 X 上 的 度量 


拓扑 za 就 是 由 d, 导出 的 X, 上 的 度量 拓扑 的 积 拓扑 . 


先 证 明 ruCz. 


引 理 2.1.4， 只 须 证 明 对 于 每 一 x=(x, )eX，& >0, 存在 Ue 使 得 


xeUCB(x，& ). 由 于 & >0, 存在 meN 使 得 12"<2. 令 U={y=(y, )eX : 当 n<m+l 时 有 


dx, yn 则 xseUez UcBcx s). 事实 上 ， 由 于 


0 全 人 2 ss 于 是 We 7 天 (ty) EU 导 委 ds 


m+l oo 
y)< 二 > + > <1/271 +41/2"1=1/2”<E ,所 以 U 二 B(x, &). 


n=1 m+2 


其 次 , 证明 T C Ty. 设 U 是 积 拓扑 7 的 基本 子 基 的 元 , 存在 meNN 和 度量 空间 (X,, d ，) 


的 开 集 W 使 得 U=p”(W)={z=(z, )eX : ze W}, 于 是 对 于 每 一 x=(x , )eU, 那么 x ,EW, 


存在 Xv 中 的 球形 邻 域 B。 (x,,, 中 CW. 由 d 的 定义 , 对 于 每 一 y=(y ,)e X, 有 d(x， 


dj, Xsy /2”， 从 而 , 若 d(x, y)<r/2”， 则 dd, (x, ,y,)<r 于 是 y, eW, 因而 yeU, 所 


以 Bj (xX, 72”)cCU, 因此 Ue ri 以 上 是 对 7 的 子 基 中 的 元 证 明 的 , 从 而 知 T Ct. 


综 上 所 述 , 由 d 导出 的 X 上 的 度量 拓扑 zu 恰 是 由 d ,导出 的 X, 上 的 度量 拓扑 的 积 拓扑 


工 . 目 
为 了 介绍 Baire 零 维 空间 ， 同 时 也 为 了 研究 度量 空间 映射 的 需要 ， 本 节 最 后 介绍 一 些 零 
维 空间 的 知识 . 作为 欧 几 里 得 空间 维 数 概念 的 推广 , 拓扑 空间 的 维 数 有 小 归纳 维 数 (small 


inductive dimension)， 大 归纳 维 数 (large inductive dimensiom) 和 和 履 盖 维 数 (covering dimension). 


对 于 拓扑 空间 X, 这 三 种 维 数 分 别 记 为 indX,， IndX 和 dimX. 对 于 可 分 度量 空间 XX, 
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YH 


indX=IndX=dimX(Hurewicz 2 定 理 [1927D). 对 于 度 量 空 间 XX, 


IndX=dimX(Katétov ” [1952]-Morita ”1 [1955] 定理 ). 特别 地 ， 对 于 每 一 neN 有 


indR” =IndR"” =dimR ” =n. 


空间 X 的 子 集 F 称 为 函数 闭 的 (或 零 集 , functionally closed)， 如 果 存 在 连续 函数 人 X 一 I 


使 得 F=f (0). 空间 和 的 函数 闭 集 的 余 集 称 为 X 的 函数 开 集 (或 余 零 集 , functionally open set). 


对 于 非 空 的 T| 空间 X, 如 果 X 具有 由 开 闭 集 组 成 的 基 , 称 X 是 零 维 (zero-dimensionaD 空 间 ， 


记 为 indX=0; 对 于 非 空 的 T| 空间 X, 如 果 对 于 X 的 每 一 闭 集 A 及 包含 A 的 开 集 V 存在 X 


MSY 


的 开 闭 集 UU 使 得 ACcUCcyY, 称 X 是 强 零 维 (strongly zero-dimensionaD) 空 间 ， 记 为 hdX=0. 对 


于 非 空 的 完全 正则 空间 X,， 如 果 X 的 每 一 函数 开 的 有 


= 
= 


民 履 辣 {U ， } icx 存在 互 不 相交 的 有 限 开 


加 细 , 记 为 dimX=0. 


indX=0 是 关于 非 空子 集 遗 传 的 . 对 于 正规 空间 X, IndX=0 或 dimX=0 都 是 关于 非 空 逆 子 


集 遗 传 的 . 若 IndX=0, 则 indX=0. 


定理 2.1.10 ”对 于 非 空 的 正规 T| 空间 X 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(1) IndX=0; 


(2) dimX=0; 


(3) X 的 每 一 局 部 有 限 的 开 履 盖 有 互 不 相交 的 开 加 细 . 


证 明 (1) 寺 (2). 设 IndX=0 是 {U ;}) 过 是 和 的 函数 开 的 有 限 履 盖 ， 将 证 明 存在 X 的 互 不 


相交 的 精确 开 加 细 {V } 。， 对 K 做 归纳 法 .k=1 时 显然 命题 成 立 . 设 对 于 每 一 k<m>1 时 命题 


成 立 , 考虑 X 的 (函数 ) 开 的 有 限 履 盖 {U, } ;,, . 由 归纳 假设 , 存在 X 的 互 不 相交 的 开 加 细 


{Wj} i 1 使 得 当 i<m-1 时 有 WcU;, 且 W, 1 CU UU,. 对 于 X 的 不 相交 闭 集 W ,, 


NU 和 WINUO， 存在 X 的 开 闭 集 器 使 得 Wj NU, ICUCXNW ,1 NU,)=(X、 


WUU,,. 定义 {Vj} 如 下 : 当 i<m-1 时 Vi =W, > V1=W ,1 NU 且 V mn=W ma NU. 


2 波兰 数学 家 W. Hurewicz(1904-1956), 他 是 波兰 数学 家 H. Hahn(1879-1934) 的 学 生 . 
30 捷克 数学 家 M. Katgtov(1918-1995). 
3 日 本 数学 家 K. Morita( 森 田 纪 一 , 1915-1995), 他 是 日 本 一 般 拓扑 学 的 奠基 人 之 一 . 
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则 {VY ;}; 是 {U, <， 的 互 不 相交 的 精确 开 加 细 . 故 dimX=0. 


(2) 过 (). 设 dimX=0. 对 于 XX 的 每 一 闭 集 A 及 包含 A 的 开 集 W 存在 连续 函数 fX 一 > 


使 得 f(A)c {0} 且 fCXNV)c {1}. 则 XX 的 函数 开 履 盖 {f(0, D)),f (0, 1])} 有 互 不 相交 的 有 


限 开 加 细 W. 令 U=U {WewW:ANnWz 名 ), 则 口 是 X 的 开 闭 集 且 AUCV 故 IndX=0. 


(3) 二 (2) 是 显然 的 ， 下面 证 明 (2) 之 (3). 设 dimX=0，ZU{U ,} ,是 空间 XX 的 局 部 有 限 的 


开 履 盖 . 记 7 是 子 标 集 S 的 所 有 非 空 有 限 子 集 的 族 . 对 于 每 一 Te7 置 


Fr=(n Unn ,or (XNU,), 则 F+* 是 入 的 闭 集 , 并 且 如 果 F+ 非 空 , 那么 dimFY=0. 令 


F-{F1} zcz, 则 是 X 的 局 部 有 限 的 闭 覆盖 且 F 中 每 一 元 仅 与 UY 中 有 限 个 元 相交 . 


重新 排列 为 {F。} scx， 其 中 Fo= 纪 . 应 用 超 限 归纳 法 定义 X 的 开 覆 羡 序 列 {W。 } es 


满足 : 记 每 一 Us ={U。， } seS 


(10.1) 如 果 B <a, 则 Us。, SU U0, CU,; 


Bs’ 
(10.2) 集 族 {U ,站 F。} ,。* 是 互 不 相交 的 ; 


(10.3) 如 果 B <a, 则 Up, NUus F 


Uj ye 


对 于 每 一 se S, 令 Uu,=U,, 则 条 件 (10.0D) 一 (10.3) 对 c =0 成 立 . 假设 对 于 c < co > 1 已 


定义 了 覆盖 U 。 满足 (10.1) 一 (10.3) 对 于 每 一 se S, 令 Us,= 门 。wU。s. 则 


U。 ={U。,},。s 是 X 的 开 履 盖 . 事实 上 , 如 果 co=o +1, 则 Us =U ,所 以 结论 成 立 . 


Qo 


不 妨 设 oo 是 极限 序数 . 对 于 每 一 xeX, 存在 x 在 X 中 的 邻 域 U 仪 与 中 有 限 个 元 相交 , 于 


是 存在 B < Qo 使 得 对 于 每 一 满足 6 <y < Qo 的 y 有 UNF, = 名 . 因为 Us 是 X 的 覆盖 ， 存 


在 seS 使 得 xeUg,. 由 (10.3), 当 B<saw<o 时 有 UnmnUupos SU。,， 于 是 


xeU 站 Uy, CU。s. 故 U。 是 X 的 开 履 盖 . 


由 (2) 全 0, X 的 闭 子 空间 FE。 的 开 覆 盖 {E。 站 U 。, } ,es 有 互 不 相交 的 精确 开 加 细 


{Vv, } seES * 令 U,,, =(U en )UYV ,， 则 Un ={U } ,es 是 X 的 开 和 .新 且 满 是 (10.1) 一 


(10.3). 
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由 (10.2) 和 (10.1D),U ;是 ZU 的 互 不 相交 的 精确 开 加 细 . 上 


推论 2.1.11 设 X 是 Lindelaf 空间 . 若 indX=0， 则 ImdX=dimX=0. 


证 明 因为 indX=0, 所 以 X 是 完全 正则 空间 ,于 是 X 是 正规 空间 . 由 定理 2.1.10, 只 须 


证 明 IndX=0. 设 A, B 是 空间 X 的 不 相交 闭 集 . 对 了 xeX, 存在 XX 中 含 点 x 的 开 闭 集 


W ,使 得 AnW ,= 名 或 者 BnW ,= 名 .XX 的 开 履 盖 {TW , } ,ex 存在 可 数 的 子 覆 盖 {TW 。} 


对 于 每 一 ieN, 令 U;=W， Se Wa 则 U, 是 X 的 开 闭 集 . 从 而 {Uj} jn 是 XX 的 互 不 相 


交 的 开 履 盖 . 让 U=U{U，:U, 门 A 名), 则 U 是 X 的 开 闭 集 且 ACcUcXNB. 故 IndX=0. 


由 此 , 对 于 无 理 数 空间 P 的 任 一 非 空子 空间 X, indX=IndX=dimX=0. 


例 2.1.12 Baire 零 维 空间 . 


对 于 任意 非 空 集合 X 及 neN, 令 X,=X. 对 于 笛 卡 儿 积 M=] 上 _X， 中 的 任意 两 点 


0 ，X 三 y 


下 面 证 明 d 满足 度量 公 


一 H v= 定 d 一 
0 人 X 藉 y 


理 . 显然 , d 满足 正定 性 和 对 称 性 . 对 于 任意 的 x=(x, ), y=(y ;, ), Z=(Z， )eM, 为 了 证 明 d(x， 


y) 和 d(x, z)+d(z, y),， 不 妨 设 d(x, y)>0, 于 是 存在 ks N 使 得 d(x, y)=1k,， 从 而 x 关 y, 且 当 n<k 


时 x, =y,. 若 存 在 n<k 使 得 x, 关 z, ， 则 d(x, 7z)>1/n>1k， 从 而 d(x, y) <d(x, Zz)+d(z, y); 若 当 


n<k 时 总 有 XxX, =z,， 如 果 d(x, z)=1/k， 则 d(x, y) < d(x, Zz)+d(z, y),， 如 果 d(x, Zz)=1/m 日 m>k， 则 


X=Z,， 由 于 XxX, 关 yj， 所 以 z ,天 y,， 从 而 d(z,y)=1k&， 于 是 也 有 d(x, y) < d(x, Zz)+d(z, y). 综 


上 所 述 , (M, qd) 是 度量 空间 . 


对 于 空间 M 中 的 任意 两 点 x=(x, ) 和 y=(y, ), 及 0<r<1, 如 果 B, G&D 人 Bj(y, D= 亿 ， 


设 z=(z,)e B(x, 了 DD 站 Bj(y,Dn, 取 keN 使 得 Wk+t1)<r<1/k, 则 当 n<k 时 有 x,=z,=y,，, 于 


是 B, (x, D=B, (y, D. 对 于 每 一 ieN, 令 2B,={B (xX, 1 :xeM}, 则 M 的 开 和 覆盖 有 中 的 任 


意 两 元 或 者 相等 或 者 不 相交 , 于 是 U ;jn2; 是 M 的 ca 局 部 有 限 的 开 闭 基 . 对 于 M 的 闭 和 外 


A, 


梁 


包含 A 的 开 集 V, 及 ieN, 仿 Vy=U{Ue@; :UcV}, Vyu=U{Ues, : UNA=G}, 则 
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V ;和 V,,, 都 是 M 的 天 


F 闭 集 且 U ieN V 21=V, U ie V i=MNA, 于 是 {V， }ic 


六 
11i. 


是 M 的 履 


履 盖 . 


对 于 每 一 ieN, 令 U,=VINU js V;, 则 {U,} as 是 M 的 互 不 相交 的 开 


U=U{U，: 


U,cCV}), 则 U 是 M 的 开 闭 集 且 Ac UcYV. 故 IndM=0, 从 而 indM=dimM=0. 


主公 


为 Baire 零 双 


间 (Baire’s zero-dimensional space). 


对 于 每 一 neN. 设 d, 是 X, 上 的 离散 度量 , 则 由 d, 导 


F 意 两 点 x=(x , ) 和 y=(y , )， 定义 d(x, =》， 


n 


扑 . 对 M= XX, 中 的 和 d,(x 


n=] 


理 M 上 的 度量 且 由 中 导出 的 M 上 的 度量 拓扑 就 是 离散 生 


2.1.9, "是 


E 间 族 {X， } 


T. 对 于 每 一 x=(x, )eM, keN, 邻 BIxi，x，，..xi)={y=(，)EM : 


.Xi) : XEM, ke N} 是 积 拓 扑 7 的 (由 用 


AI 


所 以 M 常 称 


的 和 ,上 的 度量 拓扑 是 离散 拓 


Ye 由 定 


weN 的 积 拓扑 


n<k 时 有 


F 闭 集 组 成 的 ) 


y 1 =X }= 站 -xp 了 (x, ), 则 {Bi, X2， 


= 


基 , 即 它 是 由 导出 的 M 上 度量 拓扑 的 基 . 另 一 方面 , By (x, 1K)={y=(y, )eM : 当 n<k 时 
有 XxX, =y, }=B(x1,X,,..X4), 所 以 由 度量 d 导出 的 M 上 的 度量 拓扑 就 是 由 度量 d 导出 的 M 
上 的 度量 拓扑 . 因此 , 可 将 Baire 零 维 空间 等 同 于 离散 空间 X 的 可 数 次 积 空间 X?"”. 车 区 上， 
也 记 Baire 零 维 空间 X? 为 B(4). 国 
上 述 例子 的 证 明 表 明 : 对 于 具有 Go 局 部 有 限 开 闭 基 的 非 空空 间 X 有 IndX=0. 
练习 
2.1.1 ” 设 (X, d) 是 度量 空间 . 证 明 : 度量 函数 d: X XX 一 [0, + ) 是 连续 的 . 


312 放 于 安 和 ,定义 :XXX 字 10. +) 全 得 WG | 一 二 证明 
d* 是 及 上 的 度量 dd 导出 上 的 度量 拓扑 就 是 及 上 的 欧 几 里 得 拓扑 . 

2.1.3 ”对 实数 平面 有 RR? 的 任意 两 点 x=(x |, x,) 和 yyi，y，) 定义 di, 
= Ga -x2) + y2) ,ds =max( x2 yiy2)), ds =Kix 2 Hyiy al 证 


明 : di, d, 和 d, 都 满足 度量 公理 ， 且 导出 R? 上 相同 的 度量 拓扑 . 


公 
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2.1.4 举例 说 明 : 存在 度量 空间 (X, qd) 使 得 Ba(x,e) 地 {yEX:dGx VSE 1. 


2.1.5 ”度量 空间 是 第 一 可 数 空 间 . 


2.1.6 设 X 是 可 度量 化 空间 . 若 空 间 YY 同 胚 于 空间 X, 则 X 也 是 可 度量 化 空间 . 


2.1.7 设 {x, } 是 T, 空 


闻 X 的 收敛 序列 . 若 {x, } 收 敛 于 x, 则 {x}U {x;: neN} 是 X 的 


可 度量 化 的 子 空间 . 


2.1.8 ” 若 正 则 的 Ti 空间 X 是 非 空 的 可 数 空间 , 则 IndX=0. 


§2.2 度量 空间 是 仿 紧 空间 
本 节 继 续 介绍 度量 空间 的 基本 性 质 ， 主 要 涉及 度量 空间 的 仿 紧 性 、 可 数 性 和 紧 性 及 一 些 


等 价 刻画 . 首先 介绍 著名 的 A. H. Stone 定理 : 度量 空间 是 仿 紧 空间 . 这 是 度量 空间 理论 中 最 


深刻 、 最 重要 的 定理 . 
定义 2.2.1 设 (X, qd) 是 度量 空间 . 对 于 X 中 的 点 x 及 XX 的 非 空子 集 A 和 B, 定义 d(x， 


Se 


A)=inf{d(x, y) :ye A}, d(A, B)=inf{d(z, y) :zeA,yeB}. 称 d(x, A) 为 点 x 与 集 A 之 间 的 距离 


(distance), d(A, B) 为 集 A 与 B 之 间 的 距离 . 规定 dz， 人)=1 d( 人,A)=d( 亿 ,B)=1. 


引 理 2.2.2 设 A 是 度量 空间 (X, d) 的 子 集 , 令 f(x)=d(x, A), 则 fi X 一 [0, + 0) 是 连续 函 


证 明 对 于 任意 的 x, yeX， 由 三 角 不 等 式 有 inf ,_ {d(x, Zz)}< d(x, y)+inf,_, {d(y, 22)}, 


即 f(x) <d(x, y)+f(y)， 从 而 f(x)-f(y) <d(x, y). 由 x, y 的 任意 性 知 f(y)(x) <d(x, y). 于 是 


f(x)-f(y)|< d(x, y), 所 以 对 于 >0, f(B(x, 了)) CGC) f(x)+r)， 故 f 是 连续 函数 . 目 


引 理 2.2.3 设 A 是 度量 空间 (X, d) 的 子 集 , 则 A={xeX :d(x, A)=0}. 


证 明 设 f(x)=d(x, A), 则 ACcf (0)={xeX: d(x, A)=0}. 由 引 理 2.2.2, f: X [0, +%) 


连续 函数 , 于 是 f71(0) 是 X 的 闭 子 集 ， 从 而 A cf 1(0). 若 yg A, 存在 r>0 使 得 Bl(y, 


并 


D 门 A= 个 , 于 是 fy)>r 从 而 ygf (0D， 所 以 f (DCA. 故 A={xsX:d(Cx,A)=0}. 目 


空间 X 称 为 perfect, 若 X 的 每 一 闭 集 是 X 的 G ; 集 (G; -set 可 数 个 开 集 的 交集 )， 等 价 


于 X 的 每 集 是 X 的 下 , 集 (F -set 可 数 个 闭 集 的 并 集 ). 在 实 变 函 数论 中 , 术语 perfect 


是 指 没有 孤立 点 的 闭 集 . 
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定理 2.2.4 度量 空间 是 T，, perfect 正规 空间 ”. 


证 明 设 (X, d) 是 度量 空间 . 先 证 明 X 是 T, 空间 . 对 于 和 中 不 同 的 两 点 x 和 y 让 T=d(x， 


y)/2， 那么 1>0 且 B(x, 了) 和 B(y, 了 DD) 是 X 中 分 别 含 有 点 x 和 y 的 不 相交 的 开 集 , 所 以 X 是 T, 空 


间 . 


设 F 是 XX 的 闭 集 ， 由 引 理 2.2.3, F={xeX : d(x, P)=0}. 对 于 每 一 neN, 令 G ,={xeX : 


d(x, F)<1/n}， 由 引 理 2.2.2, G , 是 X 的 开 集 . 易 验 证 F= 门 ,ny G,, 所 以 F 是 X 的 G 集 . 故 X 


是 perfect 空间 . 


对 于 X 中 不 相交 的 闭 集 A 和 B, 由 引 理 2.2.3, d(x, A)+d(x, B)>0. 定义 h:X 一 [0, 1] 使 得 


d(x, A) . 
. 由 引 理 2.2.2, h 连续 , 且 h(A)c {0}, h(B)c {1}. 故 h (0, 1/2)) 和 
d(x, A) + d(x, B) | (A)c {0}, h(B)cC{1}. 故 h ([ )) 禾 


h(x) 


包含 A 和 B. 因此 ,XX 是 正规 空间 . 目 


号 
区 
站 
沽 


h 7 ((1/2, 1 是 X 中 不 相交 的 开 集 


定理 2.2.5 (Stone 定理 [1948]) 度 量 空间 是 仿 紧 空间 . 


证 明 设 {U 。}。,., 古 度量 空间 (X, qd) 的 开 和 覆盖 . 对 于 每 一 ga e 人 ,neN, 站 


(5.D U,,={xe X:BG, 12" )cU,}. 


1/2” 1/2""! 
则 UD, =U NU。 ,并且 xe U, , 当 且 仅 当 d(x, X、 SEA > 
| | xEU,, y Us, 
U,)>12” (练习 2.2.1), 于 是 图 (5.1) 和 (5.2) 


(5.2) 若 xeU ,ygUs sm, 则 d(x y)>12” . 


把 指标 集 A 良 序 化 ， 置 


G3) Us, =U oo, NU yaU ,yn 
Qa eAh. 


则 对 于 任意 的 w，B e 入， 若 


QB, 按 aq<B 或 B<a， 上 出 


(5.3) 可 得 


图 Stone 定 理 a<Pp<y 


2 Perfect normality 于 1932 年 由 E. Cech 定义 . 


56 


G.4) U C XNU an+l 或 Us,, CXNU DA+1 


若 xeUs, yeUp 由 (5.3) 和 (5.4), 则 当 w< 1 时 , xseUs，yeUwnnai 当 有 <a 时 ， 


yeU gp,XEU gi 所 以 由 (5.2) 总 有 d(x, y)>1/2””， 即 


(5.5) d(U。 ,UU gi,)>12"™. 


对 于 每 一 XeX, 在 A 中 存在 最 小 的 c 使 得 


xeU。， 于 是 存在 neN 使 得 xseU 。,， 由 (3.3)， 


3 


xe Us . 这 表明 


图 (5.7), (5. 8) 及 {U5 } 的 离散 性 


(5.6) U{U,, : Qe A,neN}=X. 
对 于 任意 的 w e 人 ,ne N， 置 
(5.D Ut ,={xe X: dx, Us ,)<12"™}. 
则 


(5.8) Us, CU CU 


oa 


由 (5.53)，(5.7) 及 三 角 不 等 式 ， 易 证 对 于 任意 的 w 关 有 eA 有 dUs,, Ug,)>12”” ,于 


是 对 于 每 一 xEeX, B(x, 1/2””) 至 多 与 {U;, } sn 中 的 一 个 元 相交 , 所 以 LUz，} san 是 和 的 离 


散 的 开 集 族 . 至 此 可 知 ,，{Uz , } Anen 是 {U。 } sx 的 cG 离散 的 开 加 细 . 由 定理 2.2.4 及 定理 
1.5.6 知 ,X 是 仿 紧 空 间 . 量 

1948 年 A. H. Stone 事实 上 证 明了 度量 空间 的 每 一 开 覆 盖 具 有 局 部 有 限 且 ca 离散 的 开 加 
细 , 所 以 从 定义 知 度量 空间 是 仿 紧 空间 . 这 里 仅 证 明度 量 空间 的 每 一 开 履 盖 具 有 ca 离散 的 
开 加 细 ， 要 获得 既 ca 离散 又 局 部 有 限 的 开 加 细 还 需要 进一步 构造 更 精细 的 集 族 . Stone 定理 
的 证 明 是 一 般 拓 扑 学 中 最 精美 的 证 明之 一 . 证 明 的 思想 通过 提炼 产生 了 许多 重要 的 概念 和 
一 般 性 的 方法 . 如 定理 1.5.6 中 证 明 “ 阁 空间 X 的 每 一 开 履 盖 有 星 开 加 细 , 则 X 的 每 一 开 柳 


TE 


Ey 


er 


有 离散 的 开 加 细 ”* 就 是 使 用 Stone 定理 的 技巧 , 其 中 关键 的 集合 U, , 的 构造 , 在 定理 1.5.6 


中 


中 的 星 形 邻 域 (定理 1.5.6 的 (6.2)) 类 似 于 Stone 定理 中 的 球形 邻 域 ( 定 理 2.2.5 的 (5.1)). 事实 上 ， 


对 于 度量 空间 (X, dd) 及 neN, 置 WU,={B(x, 1/2”) : xeX}, 那么 对 于 每 一 xeX 有 st(x， 
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n+2 


U1 ) SB, 1/2" ), st(B(x, 1/2 


一 个 应 用 . 


引 理 2.2.6 


(1) IndX=0; 


(2)X 具有 


于 lmmn; 
(3)X 具有 c 局 部 有 限 的 ( 开 ) 闭 基 . 


证 明 


{V 。} oi 存在 精确 


FEU CV 


(之 (2). 设 双 是 空间 X 的 开 履 盖 . 对 于 每 一 ne N, 1 


设 (X, d) 是 度量 空间 ， 则 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


的 闭 加 细 {F 。} x， 因为 IndX=0, 存在 X 的 开 闭 集 


于 每 一 Q <4, 令 W,=U, NU psUgp, 则 WW 是 XX 的 开 闭 集 . 轩 


W={W, } a. 则 W 是 允 的 互 不 相交 的 开 加 细 


Stone 定理 , UY 具 


每 一 d(W, )<l/n. 1 


), Wis) CB(x, 1/2"). 下 面 介绍 Stone 定理 在 维 数论 中 的 


互 不 相交 的 开 履 盖 列 {W , } 使 得 (每 一 Wu 加 细 W, 且 )W ,的 每 一 元 的 直径 小 


有 后 


部 


可 


有 限 的 开 加 细 入 {V。} ,i 使 得 每 一 d(V 。)<ln. 由 定理 1.4.15( 单 位 分 解 定理 ) 的 (15.1)， 


U 。 使 得 


2 


归纳 法 易 知 存在 X 的 


开 履 盖 列 {Ww, } 满足 (2). 


(2) 过 3) 是 显然 的 . 例 2.1.12 已 证 明了 G) 之 
由 于 引 理 2.2.6 的 (3) 是 遗传 性 质 ， 所 以 


(1). 国 


定理 2.2.7 


设 X 是 度量 空间 ,， 则 IndX=0 是 


本 节 的 第 二 部 分 转 入 讨论 度量 空间 的 可 数 性 ,涉及 第 二 可 数 性 、Lindel6f 性 、N | 紧 性 、 


可 数 链条 件 和 可 分 性 . 设 X 是 拓扑 空间 . X 称 为 第 二 可 数 空间 (或 满足 第 二 可 数 公理 ， 


countable space)， 若 又 具有 可 数 基 . X 称 为 只 | 紧 空 间 (N -compact space), 若 X 的 任 一 闭 离散 


关于 非 空 


了 集 址 传 的 .四 


second 


子 空间 是 可 数 的 . X 称 为 满足 可 数 链条 件 (countable chain condition, 简 记 为 ccc), 若 X 中 的 互 


PA 


不 相交 的 非 空 开 集 族 是 可 数 的 . X 称 为 可 分 空间 (separable space),， 若 X 具有 可 数 的 稠密 子 集 . 


可 以 验证 ,第 二 可 数 性 全 Lindelif 性 过 NN1 紧 性 ; 第 二 可 数 性 之 可 分 性 之 可 数 链条 件 . 在 


度量 空间 中 这 些 性 质 是 相互 等 价 的 . 


定理 2.2.8 设 (X, d) 是 度量 空间 , 则 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(1) 六 是 第 二 可 数 空间 ; 


(2) X 是 Lindel6f 空间 ; 
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(G)X 是 紧 空间 ; 


(4) X 满足 可 数 链条 件 ; 


(5) X 是 可 分 空间 . 


证 明 


覆盖 U, 让 B={Be 2 : 存在 Ue&l 使 得 BCU)}, 则 多 是 X 的 可 数 覆 羡 . 


(之 (2). 设 度 量 空 间 X 


日 . 和 


态 朱 


可 数 基 对 于 X 的 每 一 开 


有 实 上 ， 对 于 每 一 


xeX, 存在 Ue 使 得 xeU， 由 于 如 是 XX 的 其 ,又 存 在 Be2B 使 得 xe BCU, 这 时 Be 如. 记 


B={B, } ,wn. 对 于 每 一 neN, 存在 U, eV 使 得 B, CU,, 于 是 {U, } ,en 古色 的 可 数 子 履 


盖 . 故 义 是 Lindelof 空间 . 


(2) 过 G). 设 X 是 Lindelof 所 
是 A 的 开 履 盖 {{x] : xe A} 有 可 数 的 子 履 盖 ， 所 以 A 只 能 是 可 数 集 
(G) 之 (0 设 X 是 N| 紧 空间 . 让 {0 }sa 是 XX 的 互 不 相交 的 非 空 开 
Qe 人 ， 取 定 x。e 0。. 让 D={x。 
fx DN 站 D= 名 , 所 以 0, 站 D={x。}, 从 而 D=(U, OjND， 


定理 2.2.4 及 D 是 度量 2 


空间 . 若 A 是 XX 的 闭 离 散 子 所 


E 间 , 则 A 是 Lindelaf 空间 ,于 


. 故 X 是 NI 紧 空间 . 


集 族 . 对 于 每 一 


: Qe 人}), 则 每 一 (0 。、\{x。)) 门 D= 名 , 于 是 (0,、 


x 间 ,D 是 DD 的 F, 集 ， 即 存在 D 的 闭 集 列 {D, } 使 得 D= 


子 集 . 由 


neND， 本 过 


时 每 一 D, 是 X 的 闭 离 散 子 空间 , 由 X 的 N| 紧 性 , D, 是 可 数 的 . 故 D 是 X 的 可 数 子 集 ， 即 


{O。 } we 是 X 的 可 数 开 集 族 . 


(一 (5). 设 X 满 足 可 数 链条 们 


d(x,y)>1/n}, 则 了 


n ~ 


Tukey 引 | 到 


(| 到 


EE1.1.11), 设 C, 是 名 


F. 对 于 每 一 ne N, 置 防 , ={FcX: 若 x, yeF 


x 关 y， 则 


有 有 限 特征 , 即 Fe2F, 当 且 仅 当 F 的 每 一 有 限 子 集 是 F, 的 元 . 由 


FP 的 极 大 元 . 让 2, ={B(x, 1/2n) : xeC,】, 则 2B, 是 X 


的 互 不 相交 的 开 集 族 , 由 于 X 满足 可 数 链条 件 , 于 是 如 , 是 可 数 族 , 从 而 C， 是 可 数 集 . 让 


C=U,_wC,, 则 C 是 义 的 可 数 子 集 . 下 证 C 是 X 的 称 密 子 集 即 C =X, 这 等 价 于 证 明 对 于 


每 一 xeX 和 r>0 有 B(x, nn) 站 Cz 名. 取 keNN 使 得 1/kK<r， 若 对 于 每 一 ceC ,有 d(x,c)>1/Kk， 则 


x#gCi 且 Ci U{x}eF4, 这 与 Cj 是 Fi 的 极 大 元 相 矛 盾 , 所 以 存在 ce C. CC 使 得 dx 


c)< 1k<r, 从 而 BG,D 门 C 人 @. 故 XX 


= 
AE 


(5) 沪 (1). 设 X 是 可 分 空间 . 让 C={x，: neN} 是 X 的 可 数 的 稠密 子 集 . 令 会 {B(x，,， 


1/k) :n,keN}, 则 名 是 XX 的 可 数 开 集 族 . 下 证 如 是 空间 X 的 基 . 对 于 每 一 xe X 及 x 的 邻 域 


U, 存在 1>0 使 得 B(x, DCU. 由 于 C 是 X 的 稠密 子 集 存在 n, keN 使 得 x,, eB(x, 1/K) 且 


2/k<r,， 则 xeB(x, , 1k)CB(x, DCU. 事实 上 , 若 yeB(x,, 1/k), 则 d(y, x) < d(y, x, )+d(x,， 


Xx)<1/k+1/k<r， 所 以 yeB(x, 7). 故 X 具有 可 数 基 . 目 
定理 2.2.9 ” 设 (X, d) 是 度量 空间 ， 则 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(1) XX 是 紧 空间 ; 

(2) 久 是 可 数 紧 空间 ; 

(3) XX 是 序列 紧 空 间 ; 

(4) XX 是 伪 紧 空间 . 

证 明 (一 (CO) 是 显然 的 . 因为 度量 空间 是 第 一 可 数 空间 (练习 2.1.5), 由 定理 1.2.6， 


(2) 今 (3). 由 定理 1.2.10, ( 2) 一 (4. 由 定理 1.2.12 和 定理 2.2.4, (4) 一 (3). 下 面 证 明 (2) 一 (1). 


设 X 是 可 数 紧 空间 ， 由 定理 1.2.4, X 是 N| 紧 空间 ,再 由 定理 2.2.8, X 是 Lindelaf 空间 ， 从 而 


X 是 可 数 紧 的 Lindelsf 空间 , 即 X 是 紧 空 间 . 重 


本 节 最 后 说 明 选 择 公理 在 度量 空间 理论 中 的 作用 . Stone 定理 的 证 明 使 用 有 Zermelo 良 序 
定理 , 定理 2.2.8 的 证 明 使 用 了 Tukey 引 理 ， 这 些 都 是 本 质 的 要 求 . 因为 一 方面 Good, Tree 和 


Watson[1998] 证 明了 假设 集 论 公理 ZF+DCCPrinciple of Dependent Choice) 存 在 非 仿 紧 的 度量 


空间 , 另 一 方面 Good 和 Tree[1995] 证 明了 命题 “存在 第 二 可 数 的 度量 空间 既 不 是 可 分 空间 也 
不 是 Lindel6f 空间 ”是 与 ZF 相 容 的 (consistent)， 同 样 命题 “存在 紧 度 量 空间 既 不 是 可 分 空间 也 
不 是 第 二 可 数 空间 ”也 是 与 ZF 相 容 的 . 


练习 
2.2.1 设 A 是 度量 空间 (X, d) 的 非 空子 集 . 若 xeX, 1>0, 则 d(x，A)>r 当 且 仅 当 B(x， 
nA=G. 


2.2.2 序数 空间 [0，@ | ) 不 是 perfect. 


2.2.3 证明: 度量 空间 的 非 空 开 集 是 函数 开 的 . 


2.2.4 证 明 : Hilbert 空间 是 可 分 空间 . 


2.2.5 设 (X, d) 是 度量 空间 , 对 于 义 的 子 集 A 及 1>0, 记 B(A,7)={xeX:d(x,A)<r}. 若 开 
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是 X 的 紧 子 集训 


FE 明 : {B(K, lm :ne N} 是 K 在 XX 中 
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由 于 度量 空间 具有 
意义 . 自从 1917 重 
化 定理 以 来 ， 最 杰 昌 


2.3.4)，1950 至 1951 年 间 ， 


Smirnov({O. CMHPpHoB, 1921- 


价 条 件 ( 定 理 2.3.3)， 本 节 介 


引 理 2.3.1 


证 明 设 正则 空 


在 Us&l 使 得 BCU 


良好 的 性 质 ， 


$2.3 


度量 化 定理 


寻求 拓扑 空 


间 是 可 度量 化 空间 的 条 件 具 有 特别 重要 的 


FE 美国 数学 家 E,W.，Chittenden”(1895-1977) 建 立 了 第 一 个 抽象 空间 的 度 直 


各 


四 


的 结果 有 , 1925 年 P Urysohn 发 表 了 可 分 度 
日 本 数学 家 J. Nagata( 长 日 


(=, 


重合 


过 


空间 的 拓扑 等 价 条 件 ( 推 


日 润 一 ，1925-”)， 苏 联 数学 家 隐 . 


), 美国 数学 家 R. H. Bing(1914-1986) 获 得 了 度量 空间 的 拓扑 等 


这 些 成 果 . 设 所 论 空间 均 满足 分离 性 质 . 


具有 Go 局 部 有 限 基 的 
间 和 具有 ca 局 部 有 限 基 含 对 于 XX 的 任 一 开 履 六 WU 置 估 {BeB: 存 


E 则 空 


间 是 仿 紧 空间 . 


}, 则 乡 是 光 的 Ga 局 部 有 限 开 加 细 . 由 定理 1.4.5, X 是 仿 紧 空间 . 国 


建立 度量 化 定理 


的 困难 之 


有 可 数 基 的 正则 空 
量 导 出 距离 函数 . 如 果 把 定义 2.1.1 中 度量 公理 的 条 件 (1) 换 为 条 件 (1) 当 x=y 时 d(x, y)=0， 
则 得 到 的 d 称 为 X 上 的 伪 度量 


间 符 入 Hilbert 


间 (pseudo-metric space). 


引 理 2.3.2 


设 空间 (CX, Tt ) 上 的 伪 度 量 罗 


四 三 由 


是 定义 


间 


上 的 距离 函数 . Urysohn 度量 化 定理 是 通过 把 具 


空间 ，Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 空间 是 通过 一 列 的 伪 度 


最 (pseudo-metric) 或 伪 距 离 (pseudo-distance), (X, d) 称 为 伪 度 量 空 


1{d, } 满 足 : 


(1) 关于 拓扑 7 每 一 d, :XXX 瑟 [0, 1] 是 连续 函数 ; 


(2) 对 于 X 的 每 一 


2 1 
对 于 每 一 x, ye X, 置 d(x， = 


n 
n=] 


d, (XxX, y). 则 d 是 集 X 上 的 度量 


闭 集 F 及 xg 下 存在 neN 使 得 d, (x, 下 )>0. 


多 上 的 


[eH 
如 
a es 


度量 拓扑 就 是 r . 
证 明 先 证 明 d 是 集 X 上 的 度量 . 显然 d 满 足 定义 2.1.1 中 度量 公理 的 条 件 (2) 和 (3) 且 对 
于 每 一 xeX 有 d(x, x)=0. 对 于 X 中 不 同 的 两 点 x 和 y, 因为 X 是 T| 空间 , 单 点 集 是 闭 集 , 由 


(2), 存在 neN 使 得 d, (x, y)>0， 从 而 d(x, y)>0. 所 以 d 是 X 上 的 度量 . 


I 
名 


其 次 , 证 明 d 导出 的 度量 


拓扑 就 是 r. 


仅 当 xe A( 关 于 拓扑 z 的 闭 包 ). 


3 Chittenden 是 美 


引 理 2.2.3, 只 要 证 


到 数学 家 E. H. Moore(1862-1932) 的 学 生 . 
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E 明 对 于 XX 的 子 集 A, d(x, A)=0 


(2), 存在 neN 使 得 d, (x，A )>0， 从 而 d(x, A)> d(x, A )>d, (x，AJ/2">0. 


设 xg A， 


反之 , 由 (1), 伪 度 量 d, 关于 X 的 拓扑 + 是 连续 的 ， 由 函数 列 的 一 致 收敛 性 , d 也 是 


连续 的 ， 从 而 由 引 理 2.2.2 的 证 明 , f(x)=d(x，A) 在 (X，7t) 上 连续 , 所 以 若 xe A， 则 


foyef(A)c f(A)={0}, 故 d(x,A)=0. 上 和 


定理 2.3.3 (Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 ) 对 于 正则 空间 X 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(1) X 是 可 度量 化 空间 ; 


(2)X 具有 ca 局 部 有 限 基 (Nagata[1950], Smirnov[1951]); 


(3) X 具有 c 离散 基 (Bing[1951]). 
证 明 (1) 过 (G3). 设 空间 X 是 可 度量 化 空间 . 让 d 是 X 上 的 度量 使 得 由 d 导出 的 X 上 的 


度量 拓扑 就 是 X 上 的 拓扑 . 对 于 每 一 ne N, 置 2B, ={B(x，1/2”) : xeX}， 则 对 于 每 一 x， 


ye B(z, 1/2”), 有 d(x, y)<d(x, Zz)+d(z, y)<1/2"” +1/2”< 1/n, 于 是 st(x, 2B, ) CB(x,，1/n). 由 


Stone 定理 (定理 2.2.5), X 的 开 履 盖 B, 具有 离散 开 加 细 V, ,于 是 每 一 st(x, VV ) CC st(x, 2B,). 


置信 UU ,nV,, 则 V 是 XX 的 o 离散 基 . 事实 上 , 对 于 每 一 xeX 及 X 中 含有 x 的 开 集 U, 存 


在 ne N 使 得 B(x, 1/n)cU, 取 VeY 使 得 xeV， 那么 xeV 二 st(x,V;)Cst(x, BE)CU. 


(3) 和 党 有 是 显然 的 ,下 面 证明 (@Q2) 二 (1). 


设 正 则 空间 X 具有 基 B-U NB, ， 其 中 每 一 如 , ={B。 } 是 局 部 有 限 的 . 对 于 每 一 


n,meN 及 Qa e 和,, 置 


OV, ,=U {Be2s, : BcB,}. 


由 如 ,的 局 部 有 限 性 及 引 理 1.4.4，Vam CB。. 由 引 理 2.3.1, X 是 正规 空间 , 再 由 


Urysohn 引 理 ， 存 在 连续 函数 f,, :X->[0, 1] 使 得 f,,, (XNBs )c{0},fo(Vam)c{1}. 由 


2B, 的 局 部 有 限 性 , 对 于 每 一 xeX, 存在 x 的 开 邻 域 U ,及 入 ,的 有 限 子 集 志 ,CO 使 得 对 于 


Q eA,, B。 门 U , 冯 几 当 且 仪 当 Q s 工 CO. 对 于 每 一 x, ye X, 定义 实 值 连续 函数 gw : 


U: xU, 一 R 使 得 gw (Xx1, xX, )= > fin (x1) -fo x,)|. | 于 当 Cw I, (x)U 工 (y) 时 ， 


Zen (XT (y) 
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f 


Qa,m 


x,，yeX} 是 积 空 间 XxX 的 开 履 盖 ， 并 


在 U,UU， 


Ee 


上 取 


HM 


为 0， PL g,,,(X1,X,)= DS a) 


因为 {UxU，: 


CEA， 


若 gm :DD ,XU, 下 R， 如 来 | 


x2)e(U ,xU,) 几 (UxU,), 则 有 g(xX1, Xs )=gnm(X1,X2), 于 是 可 以 定义 函数 pm: 


XxX 一 R 使 得 


当 (x1， x,)EU. xU, 时 p,,, (xi1， X2 )=g mm (X1， XxX, )， 那么 p ,是 


dmnCX1， Xx, )=min{ 1， Pm(X1, X > )}, 则 qq, 是 


至 此 , 得 到 了 集 X 上 的 伪 度 量 
条 件 (1). 下 证 它们 也 满 


eA 人 ,使 得 xe Bs cB cCB。cXNE 由 (9,B， 


列 {d 


推论 2.3.4 (Urysohn 度量 化 定型 


具有 可 


证 明 由 定理 2.2.4 和 定理 
E 间 X 具有 可 数 基 ，1 
推论 2.3.4 是 作为 定 剧 


是 简洁 明了 的 ， 而 且 2.3.3 的 训 


正则 空 


Urysohn 度 


lm] : ne NN} 的 


I 


,满足 引 


是 Hilbert 空 


口 
两 征 


数 基 的 正则 空间 . 


条 件 


E 2.3.1 的 条 件 (2). 由 引 理 


且 . 
= 


EN{d,, }. 


于 是 对 于 每 一 ze 下 pi (Co Z)=g ,mw (X, 2)>1, 从 而 dm 


F(2). 对 于 X 的 每 一 


E 2.3.2 知 ,X 是 可 度量 化 空 


E[1925b]) 空 


连续 的 . 置 


是 集 X 上 的 伪 度 量 且 每 一 d, ,x1,x,)<1. 


造 


以 上 构 


过 程 ， 这 些 伪 度量 满足 引 理 


2.3.2 的 


闭 集 F 及 xg 巨 由 正则 性 ,存在 w e 人 ,和 


C VY 要 故 f。n (x)=1 


f,, (Fc {0}. 


(x, 2Z)=1， 所 以 dd， ,, (X, PF)=1， 故 伪 度 量 


间 . 国 


间 X 是 可 分 的 可 度量 化 空间 当 且 仅 当 


里 2.3.3 和 定理 


定 己 


量化 定理 . 


职 空 


间 ， 即 I2 ={(x,)E 了 到” 


间 H( 例 2.1.3) 的 子 印 


E 2.3.3 的 推论 间接 订 


2.2.8 知 , 可 分 的 可 度量 化 空间 是 具有 可 数 基 的 ] 


E 则 空 
间 . 四 
E 明 的 . 1925 年 Urysohn 关于 2.3.4 的 直接 证 明 


间 . 知 


2.2.8, 义 是 可 分 的 可 度量 化 空 


先 介绍 Hilbert 方 体 I”(Hilbert cube). I” 是 单位 闭 


E 明 受 其 启发 . 


下 面 叙 述 利 用 对 角 线 引 理 ( 引 理 1.3.8) 证 明 


区 间 I 的 闭 区 间 族 {[0， 


:0<x，<1n, neN}, 由 于 级 数 》 工 收敛 , 所 以 
下 n 


间 ， 从 而 I” 是 度 


里 


EW 


空间 . 按 记号 , I” 应 为 I 的 可 数 次 积 空 


间 ， 即 Tychonoff 方 体 ， 可 以 证 明 这 Hilbert 方 体 与 Tychonoff 方 体 同 胚 (练习 2.3.2). 


推论 2.3.4? 


证 


具有 可 数 基 的 ] 


FE 则 所 


明 设 空间 X 是 


全 


:具有 


可 数 基 的 正则 空 


VEU 


U cvV}. 则 入 是 


再 


日 


J 数 的 . 记 入 ={(U ， 


Urysohn 引 理 ， 对 于 每 一 neN， 存 在 连 


E 间 可 能 入 Hilbert 方 体 IT?”. 


间 . 让 UW 是 X 的 可 数 基 . 令 和 ={(U, V) : U 


由 引 理 2.3.1 和 定型 


,V，)} ncN 1.4.10,X 是 正 


续 函 数 


f,， 江 一 [0，lm] 使 得 
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f (Un)C{0),f, XNV, ICcfln). 


实 上 ， 如 果 A 


xe U， CV, CXNA, 于 是 f, (x)=0 


是 X 的 闭 集 且 


令 F={f, } PEN， 则 连 


xXEXNA, I 


续 


f, (A)cC {lm}, 所 以 


Al:X 一 I 是 圣 入 , 即 X 可 嵌入 Hilbert 方 体 T”. 国 


对 照 定 理 2.3.3 和 推 


进而 构造 X 上 的 距离 函数 . 使 用 Urysohn 引 弄 


于 I” 是 度量 空 


假设 在 Urysohn 度量 化 定理 中 


链条 件 (ccc) 的 线性 序 空 


空间 ,推论 2.3.4' 表 


论 2.3.4" 的 订 


的 作 


Suslin 直线 使 得 


上 上 全 一 


在 ZF 中 记 


: 明 ， 并 且 命 题 “ 


则 空 


的 正则 空 


间 中 Uryshon 引 到 


实 值 连 


正规 的 T， 


间 ” 也 是 与 ZF 相 容 的 . 另 一 方面 ,Good 和 Tree[1995] 也 订 


的 正则 空间 是 可 度量 化 空 


定理 


例 2.3.5 Smirnov 删除 序列 拓扑 (Steen, Seebach[1978]): 具有 可 


对 于 实数 集合 民 记 7T 是 到 的 欧 几 里 得 


的 开 集 


B. 


间 . 


日 仅 当 存在 Ger 和 了 BcsS 使 
这 拓扑 称 为 Smirnov 删除 序列 拓扑 (Smirnov's 


deleted sequence topology)， 记 为 |. 


点 的 邻 域 基 可 取 为 t 中 


邻 域 基 可 取 为 {(-1/n, 11n)NS :ne N}. 显 


数 基 ， 


0 在 ti 中 


SY 


相应 点 的 邻 域 基 ， 


是 (R，71) 的 闭 集 , 设 U 是 S 在 中 的 


4 苏联 数学 家 M. 区 CycrrH. 


在 中 非 零 


F 明 ,基本 的 ; 


是 X 的 基 及 正则 性 ， 


电路 是 利用 Urysohn 引 理 得 


函数 族 下 分 离 X 的 点 与 闭 自 


存在 ne N 使 得 


f x) gf (A). | 


a 
LI 


LE 构造 的 集 对 分 别 是 (Van, B , ) 和 (U,V ,). 


x 间 (inearly ordered space). Good 和 Tree[1995] 证 明了 


空间 不 是 完全 正则 空间 ”, “局 


明 上 共有 可 数 基 的 正则 空间 是 可 度量 化 空间 . 在 此 ,对 


做 些 说 明 . Suslin** 直 线 (Suslin line) 是 非 可 分 的 满 


函数 是 常 值 函 数 ” 与 ZF 是 相 容 的 , 于 是 Urysohn 引 理 不 


A 


部 紧 的 T， 


E 明 了 仪 假设 ZE 每 一 


i 


命题 “ 


E 间 不 是 完全 正 


3 线 引 理 ， 


类 函数 集 , 


J 集 论 


是 可 数 
存在 紧 的 


全 已 


有 


第 二 可 数 


12.3.3 和 推论 2.3.4 中 的 正则 性 是 必 不 可 少 的 . 


得 V=G、 


拓扑 , S={1/n :ne NN}. 


成 立 ， 从 而 在 ZF 中 Urysohn 度量 化 定理 成 立 , 即 每 一 


数 基 的 T, 非 正 


第 二 可 数 


则 空间 . 


在 ] 


(UMGNS 


1/nm 


而 0 的 


CEE) 


T CT 所 以 R, TT) 是 T, 空 


R 上 赋予 下 述 拓扑 : V 是 了 


下 Smirnov 删除 序列 拓扑 


有 可 数 邻 域 基 , 所 以 Ti 具有 可 数 基 . 由 于 民 NS 是 民 , Tt ) 的 开 


E 间 . 由 于 7 


【有 品 


集 , 所 以 S 


F 邻 域 ， 则 存在 Ge tT 和 BCS 


邻 域 ,V 是 0 在 zt 中 的 
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F 是 (UJ 站 GNS 关 名， 所 以 UV 多， 从 而 0eU 


得 GNBcCV 存在 neN 使 得 lneG, 


使 
E 间 . 定理 


故 (R，T) 不 是 正则 空间 . 目 
由 于 了 ,的 紧 空间 是 正规 空间 , 所 以 具有 可 数 基 的 T, 紧 空 间 是 可 度量 化 所 


2.3.7 说 明 可 数 基 的 条 件 可 适当 减弱 . 俄罗斯 数学 家 A. V. Arhangel'skii(A. B. ApxaHrerrEcKH 放 
E 广 
[ 集 是 


1938- ”六 [1959] 引 入 的 网 络 概念 是 基 的 重要 
定义 2.3.6 设 姑 是 空间 X 的 子 集 族 . P 称 为 X 的 网 络 (network), 若 XX 中 每 一 玫 


I 邻 域 U, 存在 Pe P 使 得 


的 某 子 族 的 并 . 

显然 , PP 是 X 的 网 络 当 且 仅 当 对 于 每 一 xseX 及 xx 在 X 中 

xe PCU. 空间 X 的 基 是 X 的 网络 . {{x} :xseX} 也 是 空间 X 的 网 络 . 
< 间 当 且 


定理 2.3.7 (Arhangel'skii[1959]) 设 X 是 T，, 的 紧 空 间 . 则 X 是 可 分 的 可 度量 化 2 


仅 当 X 具有 可 数 网 络 . 
E 间 . 由 推论 2.3.4, X 具有 可 数 基 ， 于 是 这 可 数 基 就 是 X 


设 X 是 可 分 的 可 度量 化 


证 明 
的 可 数 网 络 . 
反之 , 设 T, 的 紧 空 间 (X，7T) 具 有 可 数 网 络 P. 不 妨 设 X 不 是 单 点 集 . 置 天 {{P Q} cP 


TT 集 分 别 包 含 P 和 Q}. 由 于 允 是 可 数 的 , 记 天 {{P,,Q,; 1} nen. 对 于 每 
U,V,=G. 令 {UU,,V,: 


存在 X 中 不 相交 的 ] 


一 neN, 存在 U,, V, et 使 得 P, CU,, Q, CV, 


ne N}. 

FP 不 同 的 两 点 ， 由 于 XX 是 T, 空间, 存在 X 中 不 相交 的 开 集 U 和 V 分 

FP 的 元 P 和 Q 使 得 xePCU 且 ye QCcyYV, 于 

的 相应 元 U, 和 V ， 分 别 含 有 点 


设 x, y 是 空间 XX 了 
了 由 于 允 是 X 的 网 络 ， 存在 如 
LQ=Q ,， 从 而 S 中 


别 含 有 点 X 和 又 月 
是 {PB QjsZF, 所 以 存在 neN 使 


得 P-P ,有 


四 


x 和 了 
这 一 方面 说 明 S 是 空间 X 的 覆盖 , 于 是 S 是 X 上 某 一 拓扑 Tt 的 子 基 , 则 r, 具有 可 数 基 ， 
且 CC TI. 男 一 方面 也 说 明 7T, 是 T, 拓 二 
连续 单 射 ， 由 推论 1.1.10， 


间 到 T， 空间 的 


让 idx:CX， 5) 一 (X，7T,), 则 id、 是 从 紧 2 


5 苏联 数学 家 P. Alexandroff(1896-1982) 的 学 生 . 
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idx 是 同 豚 , 所 以 T=T,. 故 空 间 X，Fzi ) 具 有 可 数 基 . 由 推论 2.3.4, X 是 可 分 的 可 度量 化 空 
间 . 四 
为 了 进一步 说 明度 量化 空间 ， 下 面 引入 集 态 正规 性 . 


定义 2.3.8 (Bing[1951]) 空 间 X 称 为 集 态 正规 空间 (collectionwise normal space)， 若 


{Fs } seh 是 空间 X 的 离散 的 闭 集 族 , 则 存在 X 的 互 不 相交 的 开 集 族 {G 。} 。。 使 得 每 一 


F, CG 


pa 


显然 , 集 态 正 规 空间 是 正规 空间 . 利用 正规 性 ,定义 2.3.8 中 可 做 到 开 集 族 {G。} ,是 


离散 的 (练习 2.3.6 或 定理 1.5.7 的 证 明 ). 


定理 2.3.9 TT, 的 仿 紧 空间 是 集 态 正规 空间 . 


证 明 设 {F, } ,a 是 T, 仿 紧 空 间 X 的 离散 的 闭 集 族 . 对 于 每 一 w eA, 置 U, =X、 


CQ 机 2 


U gsFgp, 则 Fs。cU。, 且 对 于 B 上 ww 有 Fe。mups= 亿 .由 定理 1.4.5, 空间 X 的 开 和 覆盖 


{Us } wan 存在 局 部 有 限 的 精确 闭 加 细 {C。 } 。. 对 于 每 一 a eA, 置 Gs。 =XNU psCy. 


下 面 验证 {G。 }。es 是 所 求 的 开 集 族 . 因 U gj CpcU paUg, 而 (U pj Upj)NF,=， 


所 以 (U ss Cs) 由 Fs。= 儿 ,于 是 每 一 F。CG 。. 此 外 , 对 于 不 同 的 a，pB eA， 


(Uj CD)UOUU ,gpC,)=X, 所 以 G, 门 G ,= 名 . 故 X 是 集 态 正规 空间 . 国 


定义 2.3.10 ”0Moore™[1916]) 空 间 X 的 开 和 覆盖 列 {UW, } 称 为 X 的 展开 (development)， 若 对 


于 每 一 xeX，{st(x, U )} un 是 x 在 X 中 的 邻 域 基 . 具有 展开 的 空间 称 为 可 展 空间 


| 


(development space)， 可 展 的 正则 空间 称 为 Moore 空间 (Moore space). 


显然 , 可 展 空 间 是 第 一 可 数 空间 . 


定理 2.3.11 (Bing 度量 化 准则 [1951]) 空 间 X 是 可 度量 化 空间 当 且 仅 当 X 是 集 态 正规 的 
可 展 空间 . 


证 明 必要 性 . 设 (X, qd) 是 度量 空间 ， 由 定理 2.2.5, X 是 仿 紧 空 间 ， 再 由 定理 2.3.9, X 是 


36 美国 数学 家 R. L. Moore(1882-1974), 他 是 美国 数学 家 E. H. Moore(1862-1932) 和 O. Veblen(1880-1960) 的 
学 生 . 美国 数学 家 O. Veblen, G. D. Birkhoff(1884-1944), H. L. Smith(1893-1957), E. W. Chittenden(1895-1977) 
等 也 是 E. H. Moore 的 学 生 .“Moore 教学 法 ”(R. L. Moore) 享 有 盛誉 , 培养 了 众多 的 拓扑 学 家 ， 如 GT 


Whyburn( 美 , 1904-1969), F. B. Jones( 美 , 1910-1999), R. H. Bing( 美 , 1914-1986), R. H. Sorgenfrey( 美 ， 
1915-1996), M. E. Rudin( 美 , 1924- ),B. Fitzpatrick Jr( 美 , 1932-2000), J. Worrell Jr 等 . 
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集 态 正规 空间 . 对 于 每 一 neN, 置 UY, ={B(x, 1/2”) : xeX}, 则 U 是 X 的 开 履 盖 . 对 于 每 


一 xe 义 及 X 中 含有 x 的 开 集 U， 存在 ne N 使 得 B(x, 1/n)cCU， 那 么 st(x, WY, )CB(x, lnDcC U. 


所 以 {U , } 是 X 的 展开 . 


空间 . 于 是 X 是 正则 空间 , 为 证 明 X 是 可 度量 化 空间 ， 


充分 性 . 


Bing-Nagata-Smimov 度量 化 定理 ， 只 须 证 明 X 具有 c 离散 基 . 


X 是 集 态 正规 的 可 


湾 
并 


设 {U, } 是 空间 X 的 展开 ,不妨 设 每 一 U,, 加 细 U,. 让 MU ，,}。 是 X 的 开 履 盖 . 对 


于 每 ~aeA,neN, 置 U。, ={xeX:st(x, WY,)CU。}. 那么 


(11.D 若 UeW, 且 UNU,, 多, 则 UcU。. 


n 


若 y&U。，， 则 存在 UsUl ,使 得 yeUCU。， 


(1D)UU。，,= 人 ,所 以 U。, 是 和 的 


闭 集 . 


由 Zermelo 良 序 定理 , 把 指标 集 A 良 序 化 . 置 F。,=U。 ,NU gs Usp, 则 F。 是 X 的 闭 


uy 
A 
钙 


[Fo CU CUo. 令 F,={Fo,}aeA, 则 


(11.2) U jn 是 人 VW 的 o 离散 闭 加 细 . 


对 于 每 一 ne N, xe X, 取 Ue WU, 使 得 xeU, 若 U 与 F ,中 的 某 些 元 相交 , 在 人 中 存在 


I 


最 小 的 a 使 得 UNF。, 产儿 , 于 是 UNU,, 关 名， 由 (11.1), UCU。, 那么 当 人 中 的 y > C 


时 UNF, ,= 多 ,因此 U 与 ,中 全 多 一 个 元 相交 . 故 F, 是 X 的 离散 集 族 . 为 一 方面 , 若 


xe X, 则 存在 w e 人 和 ne N 使 得 xeU。 NU gs Ugp 且 st(x, U,)CU。， 于 是 xseF。,， 所 以 


U ,wn 是 XX 的 覆盖 . 


(11.3)U 具有 离散 开 加 细 . 


因为 X 是 集 态 正规 空间 ， 由 (11.2), 通过 和 的 o 离散 闭 加 细 U ,wn 了 3; 可 得 到 VY 的 o 离 


散 开 加 细 . 


对 于 每 一 neN， 


(11.3), 设 2B, 是 WV 的 o 离散 开 加 细 . 令 人 EU ,2B,, 则 如 是 X 的 


Ca 离散 开 集 族 . 对 于 每 一 xeX 及 x 在 XX 中 的 邻 域 U, 存在 ne N 使 得 st(x, WU, )CU， 存在 
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Be2B, 使 得 xeB, 于 是 xeB Cst(x,B, )Cst(x, UW,)CU, 所 以 如 是 X 的 基 . 故 X 具有 Go 离 


散 基 . 目 


对 照 Stone 定理 的 证 明 . 在 定理 2.3.11 中 证 


Ne 


明 每 一 开 覆 盖 上 共有 Go 离散 开 加 细 与 Stone 定 


竺 的 证 明 是 类 似 的 . (1) Stone 定理 U。, 构造 的 球形 邻 域 类 似 于 定理 2.3.11 中 U 。, 构造 的 星 


形 邻 域 ; (2) Stone 定理 中 把 离散 集 族 {U。 EN 


正规 性 的 使 用 . 


下 述 例子 表明 定理 2.3.11 中 的 集 态 正 规 性 是 重要 的 . 


例 2.3.12” 非 正规 的 Moore 空间 (Heath [1964]). 


让 X={(x, Je 玉 ? :y>0}. 集合 X 赋 予 下 述 拓扑 : 对 于 y>0， 


扩张 成 LU sen 类似 于 定理 2.3.11 中 集 态 


(x, 由 是 X 的 孤立 点 ; 当 xeQ 


时 , (x, 0) 的 邻 域 基 元 形 如 H(x, n)={(x, ZJ)eEX:z<lmnj,neN 当 xe 了 时 , (x, 0) 的 邻 域 基 元 形 如 


H(x, n)={(X, Zz-x)eX:x<z<xtl/n},neN. 则 X 是 T, 空间 . 由 于 


上 述 每 一 基 元 是 X 的 开 闭 集 ， 


所 以 X 是 正则 空间 . 显然 ,Rx {0} 是 X 的 闭 离 散 子 空间 . 


(12.1) X 是 Moore 空间 . 对 于 每 一 ne N, 令 U,={H(x,n):xeR}U{{G,y)}:y>0}, 则 


{Z ， } 是 空间 X 的 展开 . 故 X 是 Moore 空间 . 


(12.2) X 不 是 正规 空间 . 令 A={(x, 0)eX:xeQ}), B={(y, 0)eX:xeP)}, 则 A 和 B 是 X 


的 不 相交 的 闭 集 . 设 U 是 B 在 X 中 的 开 邻 域 , 对 于 每 一 xe P, 存在 n(x)e N 使 得 HGx， 


n(x))CCU. 对 于 每 一 ke N, 令 P,={xeP: 


n(x)<k}. 则 P=U jywPi .由 定理 1.7.6, 无 


二 范 


vy 
小 


理 数 子 空间 FP( 关 于 欧 几 里 得 拓扑 ) 是 


栈 的 ,从 而 存在 ke N 使 得 P| 不 是 RR 的 无 处 


筒 密 子 集 ， 即 关于 展 的 欧 儿 里 得 拓扑 有 


了 P,)“ 关 个 ,所 以 存在 实数 a<b 使 得 开 区 间 


37 R. W. Heath 是 美国 数学 家 F B. Jones(1910-1999) 的 学 生 . 
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UD H(z,,k) 


a z, >》 b 
0<y-z, <min{ 1/n, 1/k} 


图 。 Heath 的 picket fence 空间 


(a, b)cC Pr, 固定 ye(a bm Q, 对 于 每 一 ne N, 存在 z, e(a, bmP, 使 得 HGy, 四 门 Hz ， 
KR)z , 


因此 Hoy mnuz 各, 故 (y 0)e U. 这 表明 不 存在 X 中 不 相交 的 开 集 分 别 包含 闭 集 
A 和 B. 因而 ,X 不 是 正规 空间 . 


由 于 空间 X 的 特殊 构造 ,上述 空间 称 为 Heath 的 picket fence 空间 , 相应 的 拓扑 称 为 


picket fence 拓扑 . 国 


由 定理 2.3.11 和 例 2.3.12, 很 自 


然 的 问题 是 : 正规 Moore 空间 是 否 是 可 度 


量 空间 ?这 是 美 
国 数学 家 上 B. Jones(1910-1999)[1937] 提 出 的 著名 猜想 Jones conjecture)， 也 称 为 正规 Moore 


空间 猜想 mormal Moore space conjecture). 它 的 


讨论 度量 空 


回答 依赖 于 集 论 假设 ( 见 戴 牧 民 [2003]). 为 了 
间 映 象 的 需要 ， 下 面 再 介绍 与 展 天 


F 相 关 的 两 个 度量 化 定理 . 
定理 2.3.13 ”对 于 空间 X 下 述 条 件 相互 等 价 : 
()X 是 可 度量 化 空间 ; 


(2) XX 存在 开 覆 盖 列 {ZU, } 使 得 对 于 X 的 每 一 非 空 紧 子 集 K，{st(K，ZUL )} ,RN 是 在 X 
中 的 邻 域 基 ; 


(3) X 存在 展 


{UY } 使 得 每 一 U,,| 星 加 细 多 , (Tukey 度量 化 定理 , 1940). 
证 明 (1) 志 (3) 设 X 是 可 度量 化 空间 . 1 


Bing 度量 化 准则 (定理 2.3.11), X 是 可 展 空 间 ， 
设 {Z, } 是 空间 X 的 展开 . 由 Stone 定理 (定理 2.2.5), X 是 仿 紧 空 间 ， 再 由 定理 1.5.6, X 的 每 一 


履 盖 有 星 开 加 细 , 于 是 X 存在 开 履 盖 列 {U } 使 得 每 一 多, 既 星 加 细 ZU 又 星 加 细 Z ,i. 


这 时 每 一 st(x, UW, )Cst(x, VY ), 所 以 {U ，} 是 X 的 展开 . 


G) 僵 O) 设 空间 X 存在 展开 {W, } 使 得 每 一 Y ，， 星 加 细 WU ,下 面 证 明 X 的 开 覆 盖 列 


{ZW} 满足 条 件 (2). 首先 注意 到 ,对 于 每 一 neN, 由 于 和 , 加 细 , ,所 以 stKK， WU, ) 是 KK 在 


X 中 的 邻 域 . 其 


次 注意 到 , 对 于 X 的 非 空 子 集 A，st(A，& DJ)Cst(A，U  ). 


oy 


事实 上 , 设 
xEst(A，W,,1 )， 则 存在 U,， EU 使 得 xe Unn 且 Una mAz 引 , 取 yeUnsimA 和 


Vn E &U 


市 


n+l 使 得 yEV a; 那么 Un NV zzO， 上 


了 取 Wn E Ui 使 得 XEW 1， 那么 


0 天 络 ， 由 于 多 


,1 星 加 细 2 ， 


， 于 是 存在 U，,，EsU ,使 得 {xX， 
了 JS W UU,, UV C st(U 1， 


U JJCU,， 从 而 xe U, Cst(A,， UW, )， 因 此 st(A， 
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ZU) Cst(A, WU, ). 故 为 了 证 明 {U ，} 满 足 条件 (2)， 只 须 证 明 对 于 X 的 非 空 紧 子 集 K, fst(K， 


ZU )} ,in 是 K 在 X 中 的 邻 域 基 . 用 反 证 法 证 明 这 一 断言 . 若 {stK，ZU, )} jn 个 是 K 在 X 中 


的 邻 域 基 , 则 存在 K 在 XX 中 


bem 


的 开 邻 域 U 使 得 每 一 st(K, U  )CU, 设 x, est(K, WU,)NNU, 则 


存在 U, eU, 使 得 x, eU 


U ,站 Kx 条, 取 定 y, eU, 门 K 由 于 的 紧 性 , 序列 {y, } 


n 


在 玉 中 存在 聚 点 yeKC U, 于 是 存在 me NN 使 得 st(y, WU,,)CU, 取 VeZU 使 得 ye V 那么 


存在 n>m 使 得 y, eV 从 而 x, eU, UVCst(V, WU,,)Cst(y, UW,,)CU, 矛盾. 


(过 (1). 设 空间 X 具有 开 履 盖 列 {U } 满 足 条 件 (2). 显然 ,X 是 可 展 空 间 . 由 Bing 度量 


化 准则 (定理 2.3.11), 为 证 明 X 是 可 度量 化 空间 ,只 须 证 明 X 是 集 态 正规 空间 . 不 妨 设 每 一 


& ,| 加 细 U,. 先 证 明 对 于 每 一 xeX, {st(st(x, UW, ), WU, )} ,ny 是 x 在 X 中 的 邻 域 基 . 若 不 然 ， 


则 存在 x 在 X 中 的 开 邻 域 U 使 得 每 一 st(st(x, ZU ), UW, ) 人 CU， 于 是 存在 x，€ st(st(x, WU, ), WU, ) 


入 U， 从 而 存在 y,， est(x, WU, ) 使 得 x,， ee st(y, , UW, ). 因为 {st(x, WU,)} ,nw 是 x 在 X 中 的 邻 域 


基 ， 所 以 序列 {y, } 收 敛 于 x. 不 妨 设 所 有 的 y, eU. 让 K={x} Ut{y,，:neN}, 则 X 的 紧 子 集 


KCU， 因 而 存在 me NN 使 得 st(K, UW, )CU, 于 是 x, sstty，，U  )CU， 矛 盾 . 


F 面 证 明 X 是 集 态 正规 空间 . 设 {TF。} .是 义 的 离散 闭 集 族 , 对 于 每 一 a e A ,xeF,， 


则 XNU ,ya Fy 是 x 的 开 邻 域 , 由 于 {st(st(x，U, ), WU,)} in 是 x 在 X 中 的 邻 域 基 , 存在 


n(x)€ 时 使 得 st(st(x, UW, ), Uys) EXNU ve Fs 令 G,=U {st(x, Ui ) :xEF, }, 那么 


F。C G。. 车 存在 Q,B e 人 使 得 G。 站 Gs 名， 则 存在 xeF。，, yeFg 使 得 st(x 


Usty， Un ) 关 后 ,， 不 妨 设 n(x)<n(y),， 那么 st(x, Uc)) 站 st(y, Uno) 基 绍 , 即 


ye st(st(x, WU)), Uo)) EXNU FE， 于 是 w = ,所 以 {G。}。s 是 X 的 互 不 相交 的 开 


全 


族 . 因而 ,X 古 集 态 正规 空间 . 国 


A 


练习 
2.3.1 直接 证 明 : 具有 Go 局 部 有 限 基 的 正则 空间 是 正规 空间 . 
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石 


设 P 
T, 仿 紧 


本 到 


右 {F。} 


2.3.7 若 T, 的 局 部 紧 空 间 X 是 可 数 个 


月 . 作 3 


EI 


对 于 每 一 ne N, 令 I, =[0, 1]. 刘 


E 明 : Hilbert 


方 体 I” 同 胚 于 IL_vIL . 


T ,的 紧 空间 X 是 可 数 个 可 度量 化 闭 子 空间 之 并 , 贝 


的 


2 


化 


局部 可 上 度量 


四 
weA 征 卫 


E 规 空间 X 的 离散 的 闭 集 族 ，{G。} ss 是 X 的 互 不 相交 的 开 


在 


一 F。CG。， 则 存在 X 的 离散 的 


间 是 可 度量 化 空 


长 族 {V C baax 


|X 也 是 可 度量 化 空间 . 


间 X 的 网 络 . 若 f:Xx 一 Y 是 映射 则 f( 妃 是 空间 YY 的 网 络 . 


间 (Smirnov[1951]). 


自 


得 每 F, CV, CVs CG, 


使 


空 闭 集 , 则 F= 门 ;_n st(E, W, ). 


的 . 
2.3.8 证 明 : 序数 空间 [0，Q@, ) 是 集 态 正规 空间 . 
2.3.9 设 {WU, } 是 空间 X 的 展开 , 若 F 是 X 的 非 印 
2.3.10 设 义 是 度量 空间 . 利 月 

证 明 :X 存在 局 部 有 限 的 开瑞 盖 列 {U,，} 使 得 对 了 

K 在 X 中 的 邻 域 基 . 
2.3.11 对 于 空间 X 下 述 条 件 相互 等 价 : 


E 
里 


(1) XX 是 可 度 


(2) XX 存在 用 


的 邻 域 基 (Jones[195 


化 空间 ; 


8]); 


(3) X 存在 展 


UUVC W(Alexandroff-Urysohn 度量 化 定 到 


2.3.12 证明: Moore 空间 具有 ca 离散 


2.3.13 


2.3.14 设 X 是 


证 明 : 上 共有 Go 局 部 有 PF 


-又 的 每 一 非 空 紧 子 集 K, {st(K,， 2 )} ,。 


8[1923]). 


区 


网 络 . 


网 络 的 T, 的 可 数 紧 空 | 


FE 整数 集 N 赋 予 有 限 补 拓扑 ( 例 1.1.7). 这 


子 空间 之 并 ; (2) X 


具有 


可 数 基 ; (3) X 是 可 展 空间 . 


会 


司 是 可 分 的 可 度量 化 空间 


族 


可 分 的 可 度量 化 子 空间 之 并 , 则 X 也 是 可 度量 化 


昌 仿 紧 性 对 空间 X 的 球形 邻 域 形成 的 覆盖 进行 加 细 , 直接 


六 


[覆盖 列 {U } 使 得 对 于 X 的 每 一 非 空 紧 子 集 K, {st(K, UW )} ,en 是 KK 在 XX 中 


{Z ， } 满 足 对 于 每 一 U,Ve WU,,, 若 UV 了 = 人 , 则 存在 WeUl 使 得 


FE 明 : (1)X 是 可 数 个 可 分 的 闭 度 


$2.4 ”Hanai-Morita-Stone 定理 


71 


EE 


四 


本 节 讨 论 闭 映射 保持 可 度量 性 的 条 件 ,一 是 介绍 Hanai( 花 井 七 即 )-Morita-Stone 定理 : 度 


量 空 间 的 闭 映 象 是 可 度量 化 * 


间 当 且 仅 当 它 是 第 一 可 数 空间 ; 二 是 介绍 Michael 定理 : 可 数 


双 商 的 闭 映 射 保持 可 度量 性 . 下 述 例子 说 明 即 使 是 有 限 到 一 的 开 映 射 也 未 必 保 持 可 度量 性 . 


fn 


例 2.4.1 Heath 的 picket fence 空间 ( 例 2.3.12): 度量 空间 的 至 多 二 到 一 开 映 象 . 


让 X 是 例 2.3.12 中 上 


Heath 构造 的 picket fence 空间 , 则 X 是 非 正 规 的 Moore 空间 , 于 


是 和 不 是 可 度量 化 空间 ， 


F 面 把 X 表示 为 度量 空间 的 至 多 二 到 一 开 映 象 . 


图 Heath 的 空间 : 度量 空间 的 至 多 二 到 一 开 映 象 


让 X={(x, JR : y>0}. 令 X={G JeX :y>0 或 xe Q@}, X,={(x, y)eX : y>0 或 


xeP}, 则 义 | 和 X, 都 是 X 的 


生子 空间 . 仍 使 用 例 2.3.12 中 点 (x，0) 邻 域 基 元 的 记号 H(x, n). 


对 于 每 一 ne N, 令 Bi ,={HXx n+1) : xe Q}U {{G&, y} : yln}, 2 ={HX n+l : 


xe P}U{{G, VD}:y>ln}j 则 UsE 和 UN 2 分别 是 XI 和 X, 的 o 离散 基 , 于 是 {Xi， 


X,} 是 X 的 由 度量 子 空间 组 成 的 开 覆 盖 . 让 M 是 覆盖 {Xi, X, } 的 拓扑 和 , f 是 从 M 到 X 上 


的 自然 映射 则 M 是 度量 空间 ,f 是 至 多 二 到 一 开 映 射 . 目 


度量 空间 的 闭 映 象 也 未 必 是 可 度量 化 空间 ( 例 3.1.8). 下 


可 度量 化 空间 . 


定理 2.4.2 ” 逆 紧 映 射 保持 可 度量 性 . 


用 将 证 明度 量 空间 的 逆 紧 映 象 是 


证 明 设 fx 一 Y 是 逆 紧 映射, 其 中 X 是 可 度量 化 空间 . 由 Stone 定理 (定理 2.2.3),X 是 


仿 紧 空间 , 再 由 Michael 定理 (定理 1.5.8),Y 是 T, 的 仿 紧 空 间 . 为 了 证 明 Y 是 可 度量 化 空间 ， 


由 Tukey 度 量化 定 弄 


有 定理 


Bing 度量 化 准则 (定理 2.3.11)， 只 须 证 明 Y 是 可 展 空间 . 


2.3.13)， 存 在 X 的 展开 {U , } 使 得 每 一 WU,, 星 加 细 人 多, ， 这 时 ， 


(2.1) 对 于 XX 的 每 一 非 空 紧 子 集 K, {st(K, U )} ,en 是 K 在 X 中 的 令 域 基 . 
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对 于 每 一 yeY neN, 置 U =stf (OU W,,=Y NONU,,), V ,= CNW 


那么 f (CU，,，， 由 引 理 1.3.1， 


C2)yswW fcV ccU 


yn 


(2.3) {W yn} nen 是 y 在 Y 中 的 开 令 域 基 . 


由 于 f 是 闭 映 射 , 每 一 W ,, 是 Y 的 开 集 . 设 W 是 y 在 Y 中 的 开 邻 域 , 那么 


f(y)cCf (W). 因为 全 (9 是 X 的 紧 子 集 由 (2.1), 存在 neN 使 得 st(f 1!(y), WY, )cf ICW)， 


即 U,,, Cf 了 1(W), 于 是 W ,, CW. (2.3) 得 证 . 


由 (2.2),f (y) CV , ,wm， 再 由 (2.1), 存在 正 整 数 m>n+l 使 得 U,, CV 


ynt+l* 


(2.4) 若 yYEWnm， 则 Wn CW 


yn 


由 于 yeW,,, 那么 f(y)CV,, CU,,, 对 于 每 一 xef 7!(y), 则 xsstf (z), UY,,), 


存在 Us ,使 得 xeU, 且 和 zf (DNU, cf Onu ct (DNV,,, 于 是 


二 


zef(V yn )=W yn » 所 以 有 (9: f7! (ZTEV ,yn 下 


面 证 明 W,, CW 


ZzZ,m yn “ 


对 于 任意 的 teW 


zm 那么 人 (CV CU, 车 sef” 0, 则 ssstf (2), WV,,), 存 


m 


在 U,eU, 使 得 seU, 且 了 f (NU, 关 作 ,由 于 (9, f(D)CV,wm CU ,sn 取 


Sef nu , 则 Sestf 1!(y), WU,,), 存在 U, EU 使 得 sseU, 且 fy) 站 U ,#2， 


-Hm 


外 取 sref li)NU,, 从 而 seU,NU,, 因为 ZW, 加 细 UY,,， 所 以 


s"EU,UU, CstU,, WY, ), 又 因为 UW,, 星 加 细 U ,, 存在 V,,eU, 使 得 sest(U ,， 


UCV, Cstf (Oy), WU,)=U,,. 故 f(D)CU 再 由 引 理 1.3.1, te W ,, . 因此 


yn? 


Wj 己 W ,，. (2.4) 得 训 


mm 


对 于 每 一 neN, 令 W, ={W yn yey. 对 于 每 一 yeY 及 y 在 Y 中 的 邻 域 W， 由 (2.3), 存 


在 ne NN 使 得 W，,， 三 W, 情 


(2.4), 存在 me NN 使 得 st(y, W;,)CW ,所 以 {st(y, W )} en 是 


y 在 Y 中 的 开 令 域 基 . 故 {W, } 是 Y 的 展开 , 所 以 Y 是 可 展 空间 ,因此 YY 是 可 度量 化 空间 . 重 
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度量 空间 到 度量 空间 上 的 闭 映射 未 必 是 逆 紧 映射 ， 下 面 给 出 定型 


E 2.4.2 更 一 般 的 形式 . 


定义 2.4.3 (Siwiec2[1971]) 空 间 X 称 为 强 Fréchet 空间 (strongly Fréchet space),， 若 {A ，} 


是 X 中 递减 的 集 列 且 xe 门 , A， 则 存在 x, e A , (VneNN) 使 得 在 义 中 


X. 


序列 {x， } 收 敛 于 


强 Fréchet 空间 是 一 类 称 之 为 Fréchet 空间 ( 见 定义 3.1.5) 的 加 强 形式 , Fréchet 空间 的 定义 


及 基本 性 质 将 在 第 三 章 中 介绍 . 第 一 可 数 空间 是 强 Fréchet 空间 ( 


空间 未 必 是 第 一 可 数 空间 ( 例 3.2.11). 


引 理 24.4 设 闭 映 射 fX 一 立 其 中 T 空间 


上 的 每 一 实 值 连续 函数 在 每 一 O64” (y)) 上 有 界 . 


练习 2.4.3). 但 是 强 Fréchet 


YY 是 强 Fréchet 空间 或 局 部 紧 空 间 ， 那么 X 


证 明 若 不 然 ,存在 实 值 连续 函数 h:X -> 及 及 yeY 使 得 h 在 0f”(y) 上 无 界 ， 则 可 取 


0f71(y) 中 的 序列 {x, } 使 得 每 一 lh(x ,外 hx ,)H1 对 于 每 一 ieN, 置 V,={xeX : 


hx)-hGx,; 术 12}， 则 {V, } 是 XX 的 离散 开 集 列 . 


设 Y 是 强 Fréchet 空间 . 由 于 每 一 x; e Vj 门 0f71(y), 对 于 y 在 Y 中 的 外 


E 一 邻 域 U， 


f(DNV; 是 x; 在 XX 中 的 邻 域 ,于 是 f(D 站 Vj Nf zz 名, 即 UN (VN{yDz 多 ， 


所 以 ye f(V))\{y} Cf(U ,> V,)\{y}， 从 而 存在 y,ef(U ,>,V,) 信 {y} 使 得 序列 {y,} 在 Y 中 


收敛 于 y 因此 存在 由 互 不 相同 点 组 成 的 子 序列 {y，} 和 子 集 列 {V ，} 使 得 每 一 yef(V ,). 


对 于 每 一 ke N, 存在 zxsEV， 使 得 7 =f(z). 


ke N} 在 X 中 是 离散 的 ,又 因为 f 是 闭 映射 ,{{y; 


因为 {V，} 是 X 的 离散 集 列 , 所 以 {{z,} : 


} :keN} 在 Y 中 是 闭 包 保持 的 , 而 Y 是 T， 


空间 , 所 以 {y，。 :ke N} 是 的 闭 子 集 , 这 与 序列 {y;} 在 了 中 收敛 于 y 相 矛 盾 . 


设 Y 是 局 部 紧 空 间 . 存在 y 在 立 中 的 紧邻 域 C,. 由 于 xi se 0f”(y), 所 以 对 x; 的 每 一 


邻 域 V 有 VYNE (y) 冯 如 ， 从 归纳 法 可 选取 zi eVinf CN (9),zjn eV 站 fT (C,) 


Nf (fy, f(z1),.…, f(z ,)})( 利 用 了 YY 是 T 空间)， 


”3 FF. Siwiec 是 日 本 数学 家 J. Nagata(1925-”) 的 学 生 . 
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因为 f(z,)eC,, 而 C ,是 Y 的 紧 子 集 , 


因 


而 序列 {f(z, )} 在 Y 中 有 聚 点 . 然而 每 一 z,e V,, 于 是 {f(z, ) :ieN} 是 Y 的 闭 离 散 子 集 ， 所 以 


序列 {fz )} 在 立 中 无 聚 点 ， 了 矛盾. 国 


引 理 2.4.5 设 英 射 EX 一 立 若 X 是 Ti 空间 , 则 存在 X 的 闭 子 空间 Z 满足 : fp 并 一 Y 


是 映射 且 对 于 每 一 yeY (flz )”(y) 或 者 是 单 点 集 , 或 者 是 非 空 集 Bf (y). 


证 明 对 于 每 一 ye Y, 取 定点 py ef (y). 置 Z=U{0f7(y) : of 9)z 弛 Up，: 


0f = 个) 由 于 XNZ-CU 人 IE Oo : 0f7 GDUIU {ET GO Np,}: 


8f-1 (9)= 纪 是 X 的 开 子 集 , 所 以 乙 是 和 的 闭 集 .g=flz:Z->Y 是 满 射 且 每 一 g-1(y) 或 者 是 


y 


单 点 集 , 或 者 是 非 空 集 6f (y). 目 
定义 2.4.6” 设 映射 fX 一 YY 人 称 为 边界 紧 映 射 ( 或 边缘 紧 映 射 ，boundary compact 


mapping)， 若 每 一 6f (y) 是 XX 的 紧 子 集 . 


定理 2.4.7 (Hanai[1956]-Morita[1956]-Stone[1956] 定 理 ) 设 fx 一 Y 了 是 闭 映 射 , 其 中 XX 是 


度量 空间 . 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(DY 是 可 度量 化 空间 ; 


(2Y 是 第 一 可 数 空间 ; 
(3)f 是 边界 紧 映 射 . 


证 明 (之 (2) 是 显然 的 . 


(入 3). 设 Y 是 第 一 可 数 空间 . 因为 X 是 度量 空间 ,为 了 证 明 f 是 边界 紧 映 射 ， 由 定理 


2.2.9, 只 须 证 明 对 于 每 一 yeY 6f (是 Y 的 伪 紧 子 空间 即 9 f(y) 上 


bem 


9 每 一 实 值 连 续 函 


数 是 有 界 函 数 . 设 h 是 6f-(y) 上 的 实 值 连续 函数 , 由 Tietze 扩张 定理 ( 引 理 1.2.11) 及 X 是正 


规 空 间 , 不 妨 设 h 是 X 上 的 实 值 连续 函数 , 再 由 引 理 2.4.4, h 在 Of™'(y) 上 有 界 . 故 f 是 边界 


紧 映 射 . 

(3) 沪 (1). 设 f 是 边界 紧 映 射 , 由 引 理 2.4.5, 不 妨 设 f 是 逆 紧 映射 . 再 由 定理 2.4.2, Y 是 
可 度量 化 空间 .上 

由 定理 2.4.2, 度量 空间 的 逆 紧 映 象 是 度量 空间 ,但 是 保持 可 度量 性 的 闭 映 射 未 必 是 逆 
紧 映射 ， 定理 2.4.7 表明 这 闭 映 射 必定 是 边界 紧 英 射 . 虽然 度量 空间 的 闭 映射 未 必 是 逆 紧 映 
射 ， 但 是 利用 定理 2.4.7 的 证 明 可 得 到 较 弱 的 结果 . 
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定义 2.4.8 (Michael[1964]) 设 映射 fX -> 站 下 称 为 紧 履 盖 映 射 (Compact-covering 
mapping), 若 Y 是 每 一 紧 子 集 是 X 的 某 一 紧 子 集 在 f 的 映 象 . 

由 定理 1.3.6, 逆 紧 映射 是 紧 覆 盖 映 射 . 

推论 2.4.9 ”度量 空间 上 的 闭 映射 是 紧 履 盖 映 射 . 


证 明 设 f:x 一 Y 是 闭 映 射 , 其 中 X 是 度量 空间 . 对 于 Y 的 每 一 非 空 紧 子 集 K, 让 g=f x: 


ff (RK) 一 KK, 则 g 是 闭 映射 且 f7'(K) 是 度量 空间 . 由 引 理 2.4.4, 利用 定理 2.4.7 中 (2) 过 (3) 同 


样 的 方法 可 证 明 g 是 边界 紧 映 射 . 由 引 理 2.4.5, 存在 f”(K) 的 闭 子 集 使 得 gr : 工 一 区 是 


逆 紧 映射 , 而 K 是 紧 空间 ， 由 定理 1.3.6, 工 是 X 的 紧 子 集 且 f(D)=gy (CD)=K. 故 f 是 紧 覆 盖 映 


射 . 国 
引 理 2.4.10” 开 映射 保持 第 一 可 数 性 . 


证 明 设 fX 一 Y 是 开 映 射 , 其 中 X 是 第 一 可 数 空间 . 对 于 每 一 yeY, 取 定 xe f(y). 


由 于 X 是 第 一 可 数 空间 , 让 {U，},N 是 x 在 X 中 的 可 数 邻 域 基 , 因为 f 是 开 映射 ， 于 是 


{tU )} ne 是 y 在 立 中 的 可 数 邻 域 基 . 所 以 Y 是 第 一 可 数 空间 .上 


由 定理 2.4.7 和 引 理 2.4.10 有 下 述 推论 . 

推论 2.4.11 开 闭 映射 保持 可 度量 性 . 国 

1972 年 E. Michael 对 于 Hanai-Morita-Stone 定理 中 “边界 紧 的 闭 映射 "条 件 给 出 了 进一步 
的 推广 . 


定义 2.4.12 (Siwiec[1971]) 设 映射 fx 一 XY 了 f 称 为 可 数 双 商 映射 (countably bi-quotient 


i 


mapping)， 若 对 于 每 一 yeY 及 X 的 覆盖 f”(y) 的 可 数 开 子 集 族 U 存在 U 的 有 限 子 集 U ， 


使 得 人 UU”) 是 y 在 Y 中 的 邻 域 . 
可 数 双 商 映 射 的 定义 源 于 E. Michael[1968] 定 义 的 双 商 映射 (bi-quotient mapping). 设 映 


射 fX-> 立 工 称 为 双 商 映射 ， 若 对 于 每 一 yeY 及 X 的 覆盖 f”(y) 的 开 子 集 族 U， 存在 的 


有 限 子 集 YU 使 得 KU U) 是 y 在 Y 中 的 邻 域 . 显然 开 映 射 是 双 商 映射 双 商 映射 是 可 数 双 
商 映 射 . 下 述 两 个 引 理 说 明了 (可 数 ) 双 商 映 射 与 财 映 射 的 一 些 关系 . 


引 理 2.4.13 (朱俊 [1983]) 象 空间 是 T| 空间 的 边界 紧 的 闭 映 射 是 双 商 映射 . 


证 明 设 fX->Y 是 边界 紧 的 闭 映射 其 中 Y 是 T, 空间 . 对 于 每 一 yeY 及 X 的 覆盖 


f71(y) 的 开 子 集 族 因为 U 也 覆盖 X 的 紧 子 集 0f-!), 存在 U 的 有 限 子 集 UY ,覆盖 


6fn 9, 不 妨 设 存在 Ue WY， 使 得 UNf yz 名， 从 而 ye f(U), 由 于 


f(y)=0f7UGT GO) CUU ')UG7(y)) ,又 由 于 f 是 闭 映射 由 定理 1.3.2, 存在 y 


在 YY 中 的 开 领 域 V 使 得 fc(CUU JIUG GO) ， 从 而 


ye VEf(U UUE GO) cfUUDUf COD)=KUUD)UI7}=KU2U), 所 以 KUUD) 是 y 
在 立 中 的 邻 域 . 故 { 是 双 商 映射 . 国 


引 理 2.4.14 设 fX 一 YY 是 闭 映射 . 若 T, 空间 Y 是 强 Frkchet 空间 ， 则 f 是 可 数 双 商 映 


证 明 若 f 不 是 可 数 双 商 映射 则 存在 ye Y 及 X 的 覆盖 人 1(y) 的 可 数 开 子 集 族 {U，} en 


使 得 对 于 每 一 ne N, yeY Nf(U ,.,U,) =Y\f(U,,,U,). 由 于 YY 是 强 Fréchet 空间 ， 存在 


y, EY Nf(U ,, U,; ) 使 得 序列 {y, } 收 敛 于 y. 这 时 每 一 y, =y 不妨 设 y, 是 互 不 相同 的 . 对 


于 每 一 ne N, 取 x, ef (y, ), 那么 这 些 x, 是 互 不 相同 的 . 若 序 列 {x, } 在 X 中 没有 聚 点 ， 


则 {{x, } :neN} 是 X 的 局 部 有 限 集 族 ,由 于 f 是 闭 映射 , {{y, } :neN} 是 Y 的 闭 包 保持 集 族 , 


ed 


于 立 是 Ti 空间 , {y，:neN} 是 Y 的 闭 集 , 矛盾 , 履 {x, } 在 X 中 有 聚 点 , 设 x 是 它 的 一 


个 聚 点 ,那么 fo 是 {y，} 在 立 中 的 一 个 聚 点 , 由 于 立 是 T, 空间 , 于 是 fooO=y 即 xf-1y)， 


于 是 存在 isN 使 得 xseUi， 从 而 存在 子 序列 {x。 } 使 得 所 有 的 xs sUi， 相 应 地 有 


ys f(U,), 矛盾 . 故 f 是 可 数 双 商 映射 . 有 


引 理 2.4.15 ”可 数 双 商 映射 保持 强 Fréchet 空间 性 质 . 


证 明 设 fx 一 Y 是 可 数 双 商 映射 , 其 中 X 是 强 Fréchet 空间 . 让 {A , } 是 空间 Y 中 递减 


的 集 列 且 ye 门 ,jn A ， 则 存在 xef7(y) 使 得 xe 门 ,j f(A,) .否则 ， 


fCN ,a f(A,))= 名 , 即 了 f(y) 二 U ,en(XNf1(A,)), 由 于 f 是 可 数 双 商 映射 存 


在 neN 使 得 yef(XNf"(A,))", 从 而 名 A, 由 fCX Nf -1(A,))cA, 站 (YNA ,= 名 ,也 


盾 . 因为 X 是 强 Fréchet 空间 ， 所 以 存在 x, ef”(A, (VneN) 使 得 序列 {x，, } 在 XX 中 收敛 于 
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x， 从 而 Kx, )eA, (vne 有 辐 且 序列 {f(x, )} 在 Y 中 收敛 于 y 因而 ,Y 是 强 Fréchet 空间 . 国 


定理 2.4.16 (Michael[1972]) 设 fx 一 Y 是 闭 映 射 , 其 中 XX 是 度量 空间 . 下 述 条 件 相互 


(DY 是 可 度量 化 空间 


学 


(0)Y 是 强 Fréchet 空间 ; 


(3)f 是 可 数 双 商 映射 . 


证 明 (D 之 CO) 是 显然 的 . 2) 之 G) 由 引 理 2.4.14. (3) 之 (D. 设 f 是 可 数 双 商 映射 ,由 引 


理 2.4.15, Y 是 强 Fréchet 空间 ， 再 


引 理 2.4.4 及 X 的 可 度量 性 , f 是 边界 紧 映 射 . 由 


Hanai-Morita-Stone 定理 (定理 2.4.7),Y 是 可 度量 化 空间 . 国 


练习 


2.4.1 设 映 射 fX 一 站 若 X 是 紧 度 量 空 间 ,Y 是 T, 空间 , 则 Y 是 可 度量 化 空间 . 


2.4.2 ” 若 空 间 X 被 度量 子 空间 组 成 的 局 部 有 限 闭 集 族 履 盖 ， 则 X 是 可 度量 化 空间 (利用 


练习 1.6.5). 


2.4.3 证 明 : 第 一 可 数 空间 是 强 Fréchet 空间 . 


2.4.4 证 明 :T， 仿 紧 名 


空间 


上 的 闵 映 射 是 紧 履 盖 映 射 (Michael[1964])， 


2.4.5 设 fx 一 Y 是 闭 映 射 且 每 一 f(y) 是 X 的 Lindel6f 子 集 . 若 X 是 T 的 正则 空间 ， 


则 f 是 紧 履 盖 映 冉 . 


2.4.6 设 X 是 度量 空间 ， 下 述 条 件 相互 等 价 : (1) X 的 非 孤 立 点 集 是 X 的 紧 子 集 ; (2) X 
的 任 一 闭 映 象 是 可 度量 化 空间 ; (3) X 的 任 一 闭 集 的 边界 是 X 的 紧 子 集 (Jayanthan,， 


Kannan[1988]). 
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$2.5 度量 空间 的 完全 性 


本 节 继 续 介 绍 度量 空间 的 另 两 个 重要 性 质 : 完全 性 和 Baire 空间 性 质 . 


定义 2.5.1 设 (X, d) 是 度量 空间 . X 中 的 序列 {x, } 称 为 Cauchy 序列 (Cauchy sequence)， 


若 对 于 任意 的 E>0， 存 在 ke NN 使 得 当 n, m>k 时 有 d(x, , x,)<E .XX 称 为 完全 度量 空间 


n 


(complete metric space)”， 若 X 中 的 每 一 Cauchy 序列 是 收敛 序列 . 


度量 空间 中 的 Cauchy 序 列 与 完全 度量 空间 依赖 于 空间 中 的 度量 . 如 对 于 实数 空间 展 , 在 


欧 几 里 得 度量 d 下 (R, 由 是 完全 度量 空间 , 序列 {n} 在 (R, 由 中 不 是 Cauchy 序列 . 若 定 义 d: 民 
XR 民 一 [0, +%) 使 得 d’*(x, y)= 则 d ?是 民 上 的 度量 , ?导出 民 上 的 度量 拓扑 就 
1+ | Xx | | y I 


RR 上 的 欧 几 里 得 拓扑 (练习 2.1.2), {n} 是 (R, 中 ) 的 Cauchy 序 列 , 但 是 {n} 不 是 (R, qd”) 中 的 收敛 


伺 


序列 , 所 以 ,4d") 不 是 完全 度量 空间 . 男 一 方面 , 空间 (R, 中 ) 同 胚 于 子 空间 ((0, 1), 9)， 但 是 ((0， 


1), d) 不 是 完全 度量 空间 ， 因 为 序列 {ln} 是 ((0, 1), d) 中 不 收敛 的 Cauchy 序列 . 
易 验 证 ， 如果 完全 度量 空间 X 与 空间 Y 同 胚 , 则 存在 Y 上 的 度量 d 使 得 (Y, qd) 是 完全 度 


三 
Ea 


由 


例 2.5.2 ”Hilbert 空间 是 完全 度量 空间 . 


证 明 设 {x,} 是 Hilbert 空间 (H, d)( 例 2.1.3) 中 的 Cauchy 序列， 其 中 每 一 x, =(x ,, )eH. 


对 于 任意 的 n, m, iseN 有 |xw -x |<d(x, ,xuw). 因此 ,对 于 每 一 固定 的 ie N, 序列 {xw } 是 实 


数 空间 腿 中 的 Cauchy 序列 ， 由 于 实数 空间 及 的 完全 性 , 设 序列 {x ,, } 在 恨 中 收敛 于 y,. 令 


| Cm) =d(X, , X ,,)<€,， 因 
i=] 


k 
而 对 于 任意 的 Oe 在 上 式 中 令 mm 人 >+oo， 可 得 
i=l 
k 
i=l 


去 习惯 把 complete metric space 译 为 完备 度量 空间 . 本 书 按 《 数 学 名 词 》( 科 学 出 版 社 , 1993) 改 译 为 完全 


y=(y,;). 对 于 任意 的 E >0, 存在 je N 使 得 当 n, m>j 时 有 


此 得 到 
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(Gy;-xy)EH 而 x,=(x,;)eH, 可 见 (y;)eH, 再 由 上 式 给 出 结论 : {x, } 收 敛 于 y. 故 (H, 四 是 


完全 度量 空间 . 四 


定理 2.5.3 (Cantor" 定 理 , 对 于 实 直 线 1880) 度 量 空间 (X, d) 是 完全 的 当 且 仅 当 若 {F, } 


是 空间 X 的 单调 递减 的 非 空间 集 列 且 lim d(F, )=0, 则 门 ,NE ，, 是 单 点 集 . 


证 明 必要 性 . 设 (X, 中 是 完全 度量 空间 ，{E , } 是 X 的 单调 递减 的 非 空 闭 集 列 量 


lim d(F, )=0. 对 于 每 一 ne N, 取 x,, eF,， 下 证 序列 {x, } 是 Cauchy 序列 . 由 于 lim d(F, )=0， 


no n= 


对 于 每 一 e >0， 存 在 keN, 当 n>k 时 有 d(F,)<e, 于 是 当 n>m>k 时 有 x,, x, eF,, 所 以 


d(x, ,xs<dE,)<s， 从 而 {x, } 是 Cauchy 序列 . 因为 X 是 完全 的 ， 所 以 序列 {x, } 收 敛 于 某 


点 xeX. 因此 , 对 于 每 一 neN, x 的 任何 邻 域 与 F, 相交 , 而 F, 是 闭 集 , 于 是 xeF,. 故 


xe | ,nFP,. 


若 有 ye 门 -NE,, 则 对 于 每 一 ne N 有 d(x, y)< d(F, ), 再 由 lim d(F, )=0, d(x, y)=0, 所 


以 x=y. 故 门 ;nF 是 单 点 入 


pa 


充分 性 . 设 {x, } 是 和 X 中 的 Cauchy 序列 . 对 于 每 一 keN, 存在 m, e N 使 得 当 n>m, 时 有 


d(x ，xw )<1/2". 不 妨 设 每 一 mj <mjw . 置 Fi=BCw ,1/2”), 则 F, 是 和 的 非 空 的 闭 旬 


浴 


列 且 d(F,)<12" ,所 以 lim F, =0. 
天 一 >oo 


设 yYEFai， 则 dy x )<d(y, xn )+dck， ,xn )<12 +12 =12 ,于 是 yeFi, 所 


以 Fl CF ， 因 而 {Fi} 是 递减 的 . 


由 假设 ， 门 en Fi 是 一 单 点 集 {x}， 下 证 Cauchy 序列 {x，, } 收 敛 于 x. 对 于 任意 的 & >0， 


选取 keN 使 得 2” <e, 则 当 nm ,时 d(x,，, x,)<1/2". 此 外 ,有 xeF,, 于 是 d(x， 


me? 


Kp Sl 从 而 d(x, x, )<d(x, x )+d(x ,xX, )<12 和 +1/2*<1/2“?<e .所 以 序列 {x，} 


1 ? 


收敛 于 x. 故 (X, 四 是 完全 度量 空间 . 国 


4 德国 数学 家 G. Cantor(1845-1918)， 他 是 德国 数学 家 E. Kummer(1810-1893) 和 K. Weierstrass(1815-1897) 的 
人 
学 生 . 
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Cantor 定理 的 完整 证 明 来 自 波兰 数学 家 K，Kuratowski”“ (1896-1980)[1930]， 下 述 
Kuratowski 定理 有 利于 完全 性 的 推广 . 
推论 2.$5.4 (Kuratowski 定理 [1933]) 度 量 空间 (X, 四 是 完全 的 当 且 仅 当 对 于 X 的 每 一 具 


有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 F, 若 对 于 每 一 2>0,， 存 在 Fe2F 使 得 dF)<e, 则 门 Fz 信 . 


证 明 由 Cantor 定 理 ， 只 须 证 明 必 要 性 . 设 {F,} ,是 完全 度量 空间 (X, d) 的 具有 有 限 交 


性 质 的 闭 集 族 且 对 于 每 一 ie N, 存在 s, eS 使 得 dF , )<Ui 对 于 每 一 ne N, 定义 


F,= 门 <,F、， 则 集 列 {E，} 满 足 Cantor 定理 的 条 件 ， 于 是 存在 xeX 使 得 门 ,nF,={x}. 对 


于 每 一 固定 的 se S, 让 F, =F, 门 F, ， 那 么 集 列 {F, } 仍 满足 Cantor 定理 的 条 件 , 于 是 


GN ,NF, =F, nn NE=EF ,站 xj ， 所 以 xsF. 故 N2z C.F 


显然 , 完全 度量 空间 的 闭 子 空间 仍 是 完全 度量 空间 . 为 了 获得 更 一 般 的 结果 . 先 讨论 完 
全 度量 空间 的 可 数 积 性 质 . 


定理 2.5.5” 设 {(X, ，d，, )} 是 度量 空间 列 , 且 每 一 d , (X, )< 1. 对 于 笛 卡 儿 积 


X= 了 TI,enX， 赋予 定理 2.1.9 中 的 度量 d， 则 (X, d) 是 完全 度量 空间 当 且 仪 当 每 一 (X,,, d,, ) 是 完 


全 度量 空间 . 


证 明 设 (X, 四 是 完全 度量 空间 . 取 定 点 (x ” )e Tl,.wX,. 对 于 每 一 m ne N, 让 


， 并 令 X= 了 jnA, 则 X, 是 ILNX,， 的 闭 子 空间 , 于 是 X, 是 完全 


| n}, nz m 


m2? 


度量 空间 . 让 p,:X” 下 X, 是 投影 映射 . 对 于 (X ,,，,d, ) 中 的 Cauchy 序列 {x , }， 由 于 


dp (Xi)), p X41)=dm Xi， XA)/2”, 所 以 {p(x,)} wen 是 XX 中 的 Cauchy 序列 , 于 


是 序列 {p(x , )} ,wn 存在 极限 且 这 极限 关于 p ,的 象 是 序列 {x, } 的 极限 . 故 (X,,, d, ) 是 完 


全 度量 空间 . 


= 


设 每 一 (X,, d,) 是 完全 度量 空间 . 让 {(x”) ,wn } en 是 空间 (X, 四 中 的 Cauchy 序列 , 贝 


对 于 每 一 me N, {x”} ,wn 是 (X,,d,) 中 的 Cauchy 序列 , 设 这 序列 收 化 于 x eX,,，. 由 定理 


2.1.9 及 积 拓扑 的 构造 , 序列 {(x) jn } yn 收敛 于 (x%,)eX， 因 此 , (X, d) 是 完全 度量 空间 . 国 


4 Kuratowski 是 波兰 数学 学 派 竟 基 人 Z. Janiszewski(1888-1920) 和 W. Sierpihiski(1882-1969) 的 学 生 . 
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引 理 2.5.6 ”度量 空间 X 的 每 一 Gy 集 可 闭 藤 入 积 空间 Xx R”. 


pA 


证 明 设 A 是 度量 空间 (X, qd) 的 Gs 集 , 存在 X 的 闭 集 列 {F,} 使 得 X、A=U jwF;. 对 了 


nn 


每 一 leN, 令 X,|= 民 , 定义 函数 f,,:X 一 X,, 使 得 每 一 fi (x)=d(x, F,) 由 引 理 2.2.2, f 


是 连续 的 . 又 定义 X11=X, fi1=idx: 光 一 Xi1. 邻 FE jn. 再 定义 


f 伍 Ap:X 一 T,X,=XxR”. 则 f 是 闭 风 入. 


Will 


oy 


有 实 上 ， 因 为 fi 是 同 胚 ， 由 对 角 线 引 理 ( 引 理 1.3.8), f 是 嵌入 函数 . 设 yeXx 民 ”Nf(X). 


记 关 (Gy ,)， 则 存在 之 1 使 得 y; f(y1)， 由 RR 是 T, 空间 及 了 ;的 连续 性 , 分 别 取 y ,在 R=X ,中 


的 开 邻 域 U 和 y| 在 XX 中 的 开 邻 域 V 使 得 UNf,(V)= 多 , 则 y 在 XxR” 中 的 开 邻 域 


p71 (p71(V) 与 fC0) 不 相交 . 这 表明 fCX) 是 义 x 民 ”的 闭 和 


A 


邻 民 ”=(0，+ 吕 0 ). 显然 ，f(A) C foo 门 (X x(R')”) 如 果 存 在 xeX 使 得 


y=f(x)eXx (RR*)”, 则 当 i>1 时 有 ff,(x)=p,f(x)>0, 于 是 xeXNF, ,从 而 xe 门 jen(X、 


F,)=A. 故人 A)=fKX) 门 区 x (R*)”). 由 于 Xx (RR')” 同 肛 于 Xx 展 ”, 所 以 fA) 是 Xx 展 ” 的 闭 


子 空间 . 故 A 同 豚 于 积 空间 Xx 到" 的 财 子 空间 . 重 


定理 2.5.7 ”完全 度量 空间 的 G ; 子 空间 仍 是 完全 度量 空间 . 


证 明 设 X 是 完全 度量 空间 ,A 是 X 的 Gs 子 空间 . 由 引 理 2.5.6, A 同 胚 于 积 空间 Xx 惟 ” 


的 闭 子 空间 ， 再 由 定理 2.5.5, Xx 及 ”是 完全 度量 空间 ， 从 而 A 是 完全 度量 空间 . 目 


= 


由 此 , 无 理 数 空间 P 是 完全 度量 空间 . 


下 述 两 个 定理 是 Cantor 完全 性 定理 最 好 的 应 用 之 一 . 


定理 2.5.8 若 M 是 度量 空间 X 的 完全 度量 子 空间 , 则 M 是 X 的 Gy% 集 . 


证 明 设 d 是 子 空间 M 上 的 完全 度量 . 让 G={xe M : 对 于 每 一 ge >0 存 在 x 在 和 中 的 


邻 域 U 使 得 dM 站 Uy)<ej}, 则 McG 且 G 是 X 的 G; 集 . 事实 上 , 对 于 每 一 neN, 令 


0,={xe M : 存在 x 在 X 中 的 开 邻 域 U 使 得 dMNU)<1m), 则 0, 是 M 的 开 集 . 由 于 


G= 门 ,wn0,, 所 以 G 是 M 的 G; 集 而 M 是 X 的 Gs 集 (定理 2.2.4), 故 G 是 X 的 G; 集 . 


定义 函数 fG 一 M 如 下 : 对 于 每 一 xe G 取 定 {U ,, } ,en 是 x 在 度量 空间 X 中 可 数 递减 


的 局 部 基 , 那么 {M 门 U w } ,an (关于 子 空间 M 的 闭 包 , 下 同 ) 是 完全 度量 空间 (M, qd) 的 单调 


递减 的 非 空 间 集 列 且 lim d( MN U,， )=0( 注 意 到 ，M MU CM 人 clx (U ,,))， 由 Cantor 定 


理 , 门 ,。N MN 站 U,, 是 单 点 集 , 定义 其 为 {f(x)}. 对 于 每 一 xeG 和 &>0, 由 G 的 定义 , 存在 


neN 使 得 dMNU,,)<e, 当 zeG 几 UU,, 时 , 存在 me NN 使 得 U,,, CU,,, 于 是 


f(z)e MNU;,, Cc MNU,,, 所 以 d(f(x), f(z))<d(M 站 U,,)<e， 从 而 f 在 x 连续 . 故 f 在 G 


显然, 当 xeM 时 有 f(x)=x. 对 于 每 一 zeG Cc M , 存在 M 中 的 序列 {x,} 收 敛 于 z, 于 是 


Ar 


序列 {fx )}( 即 {x ,收敛 于 f(z), 从 而 z=f(DeM. 因此 G=M, 于 是 M 是 X 的 G ,人 


称 度量 空间 (X, qd) 与 度量 空间 (Y, d”) 是 等 距 的 (isometric)， 如 果 存 在 满 射 fX 一 了 使 得 对 


于 每 一 x, zeX 有 d (f(x), f(z))=d(x, y). 这 f 称 为 等 距 映 射 , 显然, 若 完 全 度量 空间 X 与 度量 
空间 Y 等 距 , 则 YY 也 是 完全 度量 空间 ; 两 等 距 的 度量 空间 是 同 胚 的 . 

定理 2.$.9 每 一 度量 空间 等 距 于 某 一 完全 度量 空间 的 子 空间 . 

证 明 设 (X, 四 是 任 一 度量 空间 . 让 YY 是 空间 X 上 所 有 有 界 实 值 连续 函数 的 集 . 对 于 每 


一 fsgeY 定义 dd g)=sup{|f(x)-g(x)| :xeX}. 易 验证 (Y d) 是 度量 空间 . 


(9.1) (Y, d) 是 完全 度量 空间 . 


设 {f, |} 是 (Y, d) 的 Cauchy 序列 . 对 于 每 一 xsEX 和 mn meN, 由 于 上 ,CO-f Cl<d Gd， 


人 )， 所 以 {f, GO] 是 实数 空间 及 的 Cauchy 序列 ， 于 是 {f， (x)} 在 RR 中 存在 极限 , 设 为 f(x)， 从 而 


定义 了 函数 让 六 一 了. 则 在 (Yd) 中 序列 {f, } 收 敛 于 f. 事实 上 , 对 于 任意 的 & >0, 存在 keN 


使 得 当 n, m>k 时 有 qd’*(f, ,f,)<e /2. 对 于 每 一 xe X, 存在 自然 数 n , >k 使 得 |f，(x) 玫 CO)|<& /2， 


于 是 当 n>k 时 有 EE;, C2)-f09|< EE, CO- COHIE。 CoO-fool<s ， 从 而 当 n>k 时 有 df, ,人 < e. 故 


序列 {f, } 在 X 上 一 致 收敛 于 f， 从 而 feY. 因此 , (Y, d) 是 完全 度量 空间 . 


(9.2) (X, gd) 与 (Y, d) 的 子 空间 等 距 . 
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取 定 aeX, 对 于 每 一 XeX， 定 义 f.e 肛 “使 得 f ,(z)=d(z, x)-d(z, a), zeX， 由 三 角 不 等 式 ， 


f(z)|<dla, x)， 所 以 fsY 下 面 证 


f , (2)-f , (z)=d(z, x)-d(z, a)-d(z, y)+d(z, a) <d(x, y), 由 对 称 性 ， 


df 


故 dd ,f ,)=d(&, y). 


了 )<d(x, y). 因为 f(y)-f (y)=d(y, Xx)-d(y, a)+d(y, 2)=d(y, x?), 所 以 dd， 


由 (9.1) 和 (9.2), 度量 空间 (X, d) 等 距 于 完全 度量 空间 (Y, d) 的 子 空间 . 国 
定理 2.5.10 ”空间 XX 是 完全 度量 空间 当 且 仅 当 XX 是 Cech 完全 度量 空 


间 . 


证 明 设 (X, d) 是 完全 度量 空间 . 对 于 每 一 ieN, 令 A,={B(x, 1/)} ,x. 


定理 , 对 于 X 的 每 一 


六 了, 则 站 Fz . 


反之 , 设 度量 空 


.3 
里 人 


是 完全 度 


cdfC9) 是 cY 的 G， 集 ,所 以 fCO 是 完全 度 生 


量 空间 . 国 


量 空 间 , 故 X 是 完全 度 


间 X 是 Cech 完全 的 . 


间 Y 的 稠密 子 集 . 让 cY 是 Y 的 T, 紧 化 , 由 


1.7.5 分 别 有 完 全 度量 空 


由 害 ] 


量 空 | 
里 个 


由 定理 1.7.3,X 是 Cech 完全 空间 . 


由 定理 1.7.4， 定 理 


推论 2.5.11 设 X,Y 是 度量 空间 
当 立 是 完全 度量 空间 . 四 


. 若 f:x 


间 Y 的 G, 集 , 


至 间 的 映射 定 到 


,再 


由 害 开 


| cY 是 X 的 紧 化 . 由 引 理 


和 Baire 范畴 定理 . 


明 对 于 每 一 x, ye XX 有 qd"(f,,f, )=d(x, y). 对 于 每 一 zeX， 
及 ,Gz)f, (2)| <d(x, y)， 即 


,f,)> d(x, y). 


由 Kuratowski 


具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 F， 如 果 对 于 每 一 ie N, 存在 了 中 的 元 直径 小 


理 2.5.9， 存 在 等 距 映 射 fFX 一 f(X) 使 得 f(X) 


1.7.1, 


8 2.5.7，f(X) 是 完全 度 


疗 Y 是 逆 紧 映射 , 则 X 是 完 


推论 2.5.12”(Hausdorff[1914]) 完全 度量 空间 是 Baire 2 


推论 2.5.13 (Bourbaki[1948]) 设 {X,} ,是 一 族 的 完全 度 时 


空间 . 


Baire 


设 X=[[ X , 且 


SE9 


证 明 


子 集 , 即 阁 A ,是 X 的 非 空 开 集 ， 则 门 


ny 


A 


存在 S 的 有 限 子 集 $, 和 每 一 空 


5, 时 W,,=X 


new 


{A } wen 是 空间 XX 的 开 


间 X ,的 非 空 


念 T=U,coS， ,Y=I[1,.1X, 》 


空间 . 国 


集 W 
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户 村 
时 


空间 


上 且 仅 


]， 则 积 空间 X， 是 


稠密 子 集 列 . 要 证 门 ,NA, 是 X 的 稠密 


A, 大人. 对 于 每 一 ne @， 


则 TT 是 S 的 可 数 子 集 且 1 


由 于 A ,是 XX 


n 


的 非 空 


8 ;用 使 得 [,。 WwW ,， CA， 


当 seS 


定 于 


里 255: 知 :Y 


候 


完全 度量 空间 . 设 p:X 一 了 是 投影 映射 ， 则 p 是 开瑞 射 ， 


密 子 集 列 . 由 推论 2.5.12， 门 ,np(A, ) 是 Y 的 稠密 子 集 且 p(A ,) 是 Y 的 非 空 开 集 ， 存 在 


(y S ) seT ES 


门 ,_, p(A, ). 取 定 x=(x ,),。 EX 使 得 当 se 了 时 


11,_,X, 是 Baire 空间 . 国 


2.5.1 证 明 : 度量 空间 中 含 


Kv 


2.5.2 局 部 紧 的 度 


2 人 


AN 


间 是 完 SS 及 


练习 


2.5.3 证 明 : 


2.$.4 设 X 是 完全 度量 空间 ,fX->Y 是 闭 映射 ， 则 Y 


量 的 当 且 仅 当 广 可 


上 且 . es ry 
可 分 度量 空间 X 是 完 


一 可 数 空间 . 


本 节 介 绍 几 个 度量 


的 映 


象 ， 
不 同类 空间 之 间 的 作用 , 另 一 


8$2.6 零 维度 量 空间 的 映 象 
空间 之 间 的 映射 定理 ,主要 是 把 某 些 度量 空 


内 容 包括 Morita 定理 , Engelking 定理 和 Alexandroff 定 理 等 . 一 方面 说 明 映 射 在 联系 


为 第 五 章 讨论 函数 空间 的 完全 性 做 准备 . 


度量 空间 的 逆 紧 映 象 是 度量 
为 性 质 较 好 的 Baire 零 维 空 


先 将 定义 2.3.6 中 


空间 的 网 络 概念 推 


子 集 族 了 满足 : xs 门 F 


X 中 的 网 络 . 显然 , 巡 是 


络 . 


空间 X 的 权 (weighb 定 义 为 wCXO)= w+min{| 下 : 如 是 


数 基 当 日 仅 当 w(X)=@ 


定理 2.6.1 (Morita 定 怪 


的 逆 紧 映 象 . 


证 明 设 (X, qd) 是 无 限 的 度量 空 1 


瑟 


空间 (定型 
间 ( 例 2.1.12) 的 子 空 


J rs 


方面 为 第 三 革 介 绍 度量 空间 的 映射 理 半 


若 U 是 x 在 XX 


FP 的 邻 域 , 存在 Fe?F 使 
是 空间 X 的 网 络 当 且 仅 当 RU ,x PF 


日 wCO=4. 由 Stone 定型 
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| 三 由 二 = 
是 完全 度 


有 x,=y,, 则 xe 站 


空间 当 且 仅 当 Y 


于 是 {p(QA ,)} en 是 空间 Y 的 开 的 笛 


沙 


. 故 


jad 


闭 嵌 入 月 ”. 


并 
小 


从 提供 


x 间 表示 为 零 维度 量 空 间 


背景 材料 , 同时 也 


2.4.2)，K. Morita[1955] 证 明了 任 一 度量 空间 可 表 
间 的 逆 紧 映 象 . 
间 中 点 的 网 络 . 对 于 固定 的 xseX， 如 果 X 的 


得 FCU， 则 称 多 是 点 x 在 


空间 X 的 基 }. 


至 | 


2 


[1955]) 任 一 权 为 4 的 度量 空间 是 Baire 零 维 空 


每 一 才 , 是 x 在 中 的 网 


然 , 空间 X 具有 可 


s 间 B(4) 的 子 空间 


(定理 2.2.5), X 是 仿 紧 空间 ， 


再 由 定理 1.4.5, X 的 每 一 开 履 盖 具 有 局 部 有 限 的 闭 加 细 . 对 于 每 一 ie N, 设 F, 是 X 的 开 履 


盖 {B(x，1/0)} ,x 的 局 部 有 限 的 闭 加 细 , 那么 |2;|< 和 4, 记 F,={F。;} san， 其 中 |AF4( 可 能 


某 些 F ,= 名). 这 时 每 一 d(Fo,)<2i. 置 M={(Q )sA 人 ”站 Fo 关 纪 ) 并且 赋予 M 


离散 空间 A 的 可 数 次 积 空 间 A ”的 子 空间 拓扑 ， 即 M 是 Baire 零 维 空间 B(4) 的 子 空间 . 对 


于 每 一 w=(Q ,)e M, 取 定 x。 einFs;, 如 果 U 是 xs 在 X 中 的 邻 域 , 存在 & >0 使 得 


B(x。,，E)cCU, 当 2i<e 时 有 x eF ;CB(xs。，E)CU, 所 以 {Fj}ieg 是 点 x 在 X 中 的 


网 络 . 若 xeX、N{x。}, 则 存在 ie N 使 得 F。; eXN{x}, 于 是 {x。}= 站 ewF。,;， 故 x。 是 唯一 


ed 


定 的 . 定义 函数 fM 一 X 使 得 f(a )=x,. 


(1.1D)f:M 一 X 是 连续 的 满 射 . 


对 于 每 一 xeX, ieN, 存在 Ci e 人 使 得 xeF，,. 令 Q=(Q;)e A“”, 由 于 xe NwFs，， 


那么 a eM 且 f(a )=x， 所 以 f 是 满 的 函数 . 另 一 方面 , 对 于 Q=(Q,)e M, 设 人 Kao)=x, 让 TU 


是 x 在 XX 中 的 令 域 , 因为 xe 门 esNFE。i， 所 以 [FE。} ic 是 x 在 和 中 的 网 络 , 存在 meNN 使 得 


xEF mCU. 令 V={Y eM: 7 的 第 严 个 坐标 是 wu }， 由 于 人 赋予 离散 拓扑 ,于 是 V 是 M 


对 


中 含有 c 的 开 


开 集 . 对 于 每 一 y = (eV f(y )efNnF,., Eh 所 以 f{V CF, C U， 


故 f 是 连续 的 . 
(1.2)f 是 紧 映 射 . 


对 于 每 一 xeX, ie N, 置 T ,={Q e A : xeF,,}, 则 T ,是 A 的 非 空 有 限 子 集 . 由 


Tychonoff 积 空间 (定理 1.1.12), TL,nT ,是 和 A“ 的 紧 子 集 . 如 果 w =(a ,)eTIIL LE ,， 则 


xe 站 jnFoi, 所 以 a eM 且 fQ)=x, 故 [LiewT 了 cf” 0). 如 果 w=(c sf (x), 那么 
xe 站 jinFai， 所 以 每 ~Q ;eT,, 于 是 Qe ILnT;, 故 f(x)cC JTLenT 荆 ,;. 因此 


f-GO=II_ NT ,， 即 了 是 紧 映 射 . 


设 Q=(Q ,)eM,neN, 邻 B(Q i, 0 ,,...0,)={(P,)eM: 当 i<n 时 有 P ,=C ,}. 


(1.3)f(B(Q 1, 0 .2 DEN ,PF,;. 
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DN A I Ae I 2 Oy 年 是 


f(B(Q 1， 0 ,0 ) 三 ja Fyij. 这 时 {B(Q 1，Q Qi 是 % 在 M 中 的 局 部 基 . 


(1.4)f 是 闭 映 射 . 


设 C 是 空间 M 的 闭 集 且 xe f(C). 因为 2, 是 X 的 局 部 有 限 集 族 且 由 (1.3), 对 于 每 一 


Qe 人 A 人 A 有 fCNB(a)cF,i, 于 是 {fKCmBCcx ))} se 是 X 的 局 部 有 限 集 族 . 由 于 


C=U (CnB(a )), 由 引 理 1.4.4, 存在 w |, e 人 使 得 xe f(C 门 Bla)). 继续 上 述 过 程 , 存 


在 y=(Q ;)e 和 人 “使 得 对 于 每 一 asN 有 xseftC 站 Bo ac) CN jiFoi, 于 是 


xe 门 jnFs;， 从 而 y eM 且 f(y )=x. 男 一 方面 , 每 一 CNB(Q 1, Q ，…CQ )) 关 何 , 则 


y e C=C, 所 以 xe f(C). 故 f(C) 是 X 的 闭 集 ， 因此 f 是 闭 映 射 


综 上 所 述 ,X 是 Baire 零 维 空间 B(4 ) 的 子 空间 M 的 逆 紧 映 象 . 上 


M. Katstov 和 A. Stone 证 明了 Baire 零 维 空间 代表 了 足够 多 的 零 维 完全 度量 空间 


(universal Space). 


定理 2.6.2 (Katgtov[1952]) 设 X 是 权 为 4 的 度量 空间 . 若 IndX=0, 则 XX 可 嵌入 Baire 零 


维 空 间 B(4). 


证 明 设 d 是 X 上 的 度量 . 


引 理 2.2.6, 对 于 每 一 ieN, X 具有 互 不 相交 的 开 覆 盖 


Wi ={W, } ,cs 使 得 每 一 d(W ,)<1/i 


|S;|< 4 . 赋予 集合 S, 离散 拓扑 ， 定义 函 数 f:X 一 5S， 


如 下 : 对 于 每 一 xeX， 由 于 W, 是 X 的 互 不 相交 履 盖 , 存在 唯一 的 seS, 使 得 xs W ,让 


f; CO=s. 因为 每 一 f (9)=W,, 所 以 人 是 连续 的 . 不 妨 设 S, 是 离散 空间 X, 的 子 集 且 区 ,上 4 . 


令 F{fi} ie， 定义 对 角 线 函 数 全 Af:X 一 [LesXi 设 A 是 X 的 闭 集 日 xsXNA, 那 


么 存在 neN 使 得 dCx A)>1/m, 于 是 f, (x) gf, (A)=f, (A),， 所 以 连续 函数 族 了 分离 又 中 点 与 


闭 集 , 由 对 角 线 引 理 ( 引 理 1.3.8),f 是 嵌入 函数 . 


因为 积 空间 [LNX, 同 胚 于 Baire 零 维 空间 B(4 )， 所 以 X 可 能 入 B(4). 时 


定理 2.6.3 (Stone[1962]) 设 X 是 权 为 4 的 完全 度量 空间 . 车 mdX=0, 则 X 可 闭 散 入 


Baire 零 维 空间 B(4 ). 
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证 明 


Wi ={W,},。s 使 得 每 一 d(W ,)<1/i 


f:X—> Il,\ XxX,. 


xEeX 使 得 每 一 上 


设 y= ;)e [LnX， Nf(X)， 则 或 者 存在 is N 使 得 s ， 
门 jnf7 (s; = 作 ， 其 中 每 一 s, ef (X). 如 果 存 在 ie N 使 得 
中 的 开 邻 域 p78,) 与 fX) 不 相交 . 如 果 门 ,yf7 (G8))= 名 ,1 


NN jnW, =. 因 


是 TewxX; 的 闭 集 . 故 X 可 闭 嵌 入 Baire 零 维 


推论 2.6.4 ”对 于 每 一 无 限 基数 X ,Baire 零 维 


设 d 是 X 上 的 完全 度量 . | 


引 理 


IS 


;|< .从 定理 


2.2.6,， 对 于 每 一 ie N, XX 具有 互 不 相交 的 开 履 六 


2.6.2 的 证 明 , 可 定义 葡 入 函数 


则 (s; ) ef(X) 当 且 仅 当 门 ,yf7 (8;)z 多. 


i(X)=s 1 于 是 xef ienf i 


于 是 (s,)=f(x) ef(X). 


为 每 一 W, 是 XX 的 闭 和 


~ 


4# 实 上 ， 若 (s ; )e f(X)， 则 存在 


Wil 


DG ,). 若 存在 xe 门 ,Nf7(s,)， 则 每 一 f, (x)=s，， 


eX，\f, (X), 或 者 


si EX, Mf;(X), 则 y 在 [LNX， 


于 ， 所 以 


GD=W， 


Kuratowski 定理 (推论 2.5.4), 存 


d(W , )<1/i, 1 


在 neN 使 得 门 ,, W ,= 名 . 则 y 在 IILsX, 中 的 居 


F 邻 域 门 ,p(s,) 与 f00) 不 相交 . 从 而 fX) 


> 


间 B(4). 


a 


间 B(4 ) 的 G; 子 空间 可 闭 相 入 B(4). 


证 明 设 X 是 Baire 零 维 空间 B(4 ) 的 非 空 的 Gs 子 空间 ,由 定理 2.2.7, IndX=0. 因为 离 
散 空间 是 完全 度量 空间 , 由 定理 2.5.5 和 定理 2.5.7, X 是 权 数 不 超过 4 的 完全 度量 空间 ， 再 | 


定理 2.6.3,X 可 闭 


庶 入 B(4 ). 目 


非 完全 的 度量 空间 不 能 表示 为 Baire 零 维 


证 明了 每 一 完全 度量 空间 必 是 Baire 零 维 空 | 
引 理 2.6.5 设 上 是 度量 空间 (X, d) 的 非 空 
使 得 fr 是 恒 等 映 射 . 
证 明 由 了 


F)<1/i). 令 


2.2.6, X 的 必 


d(F,)<1A. 不 妨 设 , 当 izj 时 S; 门 S ,= 


Wi=XNU,, W,=U,; NU ;i, 1. 则 XNF=U 


f 闭 集 W, 可 以 表示 为 X 的 互 不 相交 的 开 闭 集 族 F,= 


他 . 记 S=U nS,. 


空间 的 闭 映 象 (练习 2.5.4). 1969 年 R. Engelking 
司 的 闭 映 象 . 
闭 子 集 . 如 果 IndX=0， 则 存在 闭 映射 f: X 一 下 


六 IndX=0, 存在 X 的 开 闭 子 集 的 递减 序列 {U , } 使 得 每 一 FCU, CC {xeX :d(x, 


弓 | 理 


NW,;. 对 于 每 一 ieN, 1 


且 


{F,} SES; 的 并 ， 


则 
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(5.1) {F,} ,os 是 X 的 不 相交 的 开 闭 集 族 ; 


(5.2) 若 s, eS; lim i=%, 则 lim d(F, )=lim d(F,F, ); 


(5.3) XNF=U ,oF,. 


对 于 每 一 ieN, 让 P, 是 F 的 满足 对 于 每 一 不 同 的 x, yeP ,有 d(x,y)> 1 的 极 大 子 集 (P ， 


的 存在 性 见 定理 2.2.8 中 (4) 一 (5) 的 证 明 )， 那么 


(5.4) 集 P, 没有 聚 点 ; 


(5.5) 对 于 每 一 xeE 存在 psP, 使 得 d(x, p)<1fi; 


从 而 , 对 于 每 一 ie N 和 seS,, 存在 p,eP, 使 得 


(5.6) d(p,, PF, )<d(®, F ,)+2/. 


定义 fX 一 F 满 足 当 xe 下 时 , f(x)=x， 当 xeF ,时 , f(x)=p ,. 由 (5.1) 和 (5.3),f 在 XNF 的 


每 一 点 是 连续 的 且 f 是 恒 等 映 射 . 为 了 证 明 工 的 连续 性 ， 还 需 证 明 


(5.7) 若 XNF 中 的 序列 {x } 收 敛 于 xe 巨 则 序列 {f(x )} 收 敛 于 x=f(x). 


对 于 每 一 neN, 存在 s, e S; 使 得 x，eF，. 由 于 序列 {x , } 收 敛 于 xeF 所 以 数列 


{dx ， 司 } 收 化 于 0, 于 是 lim i = .下面 证 明 数 列 {d(x ,f(x 收敛 于 0. 由 (5.6) 及 


fx )=p ,有 d(x,, f(x,))=d(x,, p, ) <d(F, )+d(p, , F, )< d(F, )+d(F, F, )+2/i,, 青 


(5.2), {d(x , f(x; )} 收 敛 于 0. 故 {fx , )} 收 仑 于 x. 


(5.8)f 是 闭 映射 . 
设 A 是 久 的 闭 集 且 xs f(A). 由 于 f(A)=f(ANMmF) U f(A\F)=ANFUf(A\P), 设 
xe A 站 F 或 者 存在 A NF 中 的 序列 {x， } 使 得 {f(x,; )} 收 敛 于 x. 若 xe A 门 F, 因为 ANF 是 闭 


ny 


A 


， 则 xeANF=f(A 站 F) Cf(A). 若 存 在 A NF 


本 和 


一 nEN, 存在 s,eS$, 使 得 x， 


的 序列 {x，} 使 得 [fx ,)] 收敛 于 x 则 对 于 每 


<sF,，， 那 么 序列 fp ，} 收 全 于 x. 由 (5.4), 或 者 lim i, = ,或 


者 存在 neN 使 得 x=f(x, ). 如 果 x=f(x, ), 则 xe f(A). 如 果 lim i =%, 则 xeANE 所 以 


x=f(x)ef(A). 故 f(A) 是 下 的 闭 人 


nm 
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定理 2.6.6 
的 闭 映 象 . 


(Engelking 年 到 


[1969]) 每 一 权 为 和 的 完全 度量 空间 是 Baire 零 维 


证 明 


设 X 是 权 为 4 的 完全 度量 空间 . 1 


B(4) 及 其 子 空 


从 而 XX 是 B(4) 的 闭 映 象 . 目 
本 节 的 第 二 部 分 讨论 紧 度 量 


间 M 使 得 X 是 M 的 逆 紧 映 象 ， 
定理 2.2.7 和 定理 2.6.3, M 同 胚 于 B(4) 的 闭 


空间 的 映射 定理 ， 


由 推论 
子 空 


Morita 定型 
2.5.11, M 是 B(4) 的 完全 


间 C. 


人 


空间 B(4) 


(定理 


2.6.1)， 存 在 Baire 零 维 空 


间 


人 


再 由 引 理 


与 其 联系 的 是 著名 的 Cantor 


位 


be 


(Cantor’s middle-third set). Cantor 三 分 


若 已 


归纳 定义 如 下 : Cj=IN(1/3, 2/3), 若 


下 


是 


定义 了 C,, 把 C ;的 每 一 


时 位 闭 区 间 I 的 子 空 


度量 子 空 


间 , 又 


2.6.5, C 是 B(4 ) 的 闭 映 象 ， 


三 分 个 


梁 


间 C=N sc 


去 掉 中 间 的 开 区 间 所 得 到 的 集 定 义 为 C,,.C, 由 2 个 长 度 为 (13) 的 互 不 相交 的 闭 区 间 构 成 ， 
INC ,由 2 -1 个 长 度 不 小 于 (13) 的 互 不 相交 的 开 区 间 构 成 . 同 胚 于 C 的 空间 称 为 Cantor 集 
(Cantor seb. 显然 , Cantor 集 是 紧 度 量 空间 , 由 推论 1.1.9 和 定理 2.4.2, Cantor 集 的 T, 连续 象 
是 紧 度 量 空间 (练习 2.4.1). 1927 年 P Alexandroff 证 明了 其 逆 命 题 也 是 正确 的 . 

引 理 2.6.7 设 C 是 Cantor 三 分 集 则 对 于 每 一 n,meN 有 

(1) C=U ,,D,;, 其 中 {D,} ;是 C 的 互 不 相交 的 非 空 紧 子 集 族 ; 

(2) 各 D,=U jwmwD,， 其 中 {D; } ;sw 是 C 的 互 不 相交 的 非 空 紧 子 集 族 . 


中 个 
不 


合 C ， 


分 文 ( 财 区 间 ) 三 等 分 后 各 


证 明 (1) 设 n>1. 由 C 的 归纳 定义 , 存在 充分 大 的 keNN 使 得 IC, 有 nl 个 点 {fj } jo 


满足 每 一 点 位 于 INC, 的 不 同 的 连通 分 支 中 设 10=0<11<1 <...<1, <1 =1. 对 于 每 一 i<n 


置 Di=[5a 二 ] 有 C. 则 {D;} jc, 满足 (1) 的 要 求 . 


(2) 对 于 每 一 


的 I， 用 类 似 的 方法 可 说 


FE 明 (2) 成 立 . 国 


定理 2.6.8 (Alexandroff 定 怪 


i<n, 记 a,=infD,,b,=supD,;, 则 a, <b,. 


再 


记 IT,=[a,b,]，BI 


E[1927]) 每 一 非 空 


证 明 设 (X, qd) 是 非 空 的 紧 度 


空 的 紧 子 集 且 d(A, )<1. 对 于 Cantor 三 


量 空间 . 存在 X 的 有 限 履 盖 F, ={A, } ,使 得 每 


分 集 


集 C， 如 引 理 
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的 紧 度 


三 是 六 


重合 


;代替 (1) 中 


空间 是 Cantor 三 分 集 的 闭 映 象 . 


里 2.6.7(1) 定 义 {D,} ,对 了 


A ,是 非 


F 每 一 i<n, 


X 的 子 空间 A; 有 有 限 履 盖 {Ay } jw) 使 得 每 一 A; 是非 空 紧 子 集 且 有 d(A; )<1/2. 令 


F,={Ajy :i<n,j<m(ij. 如 引 理 2.6.7() 定 义 {D，，: i<n, j<m(i)}. 继续 上 述 过 程 ,存在 X 


的 有 限 覆 盖 列 {F, } 和 C 的 非 空 紧 子 集 族 {D， 


i } 涉足 : 


= 


lio 


人 


(8.2) d(Aj，，)<Le 

(8.3)Ai i 是 X 的 非 空 紧 子 集 族 TA ;; } jcman.io 的 并 ; 

(8.4) D,，， 是 互 不 相交 的 非 空 紧 子 集 族 LTD，，,， } jm .i 的 并 . 

对 于 每 一 cs C, 由 (8.4), 存在 NN 中 唯一 的 序列 {i } 使 得 cs 门 ks D;;， 由 (8.3) 和 (8.2)， 
存在 唯一 的 xs 站 NA 定义 fC 一 X 使 得 fo)=x。， 

(SD EA 

对 于 每 一 ceD,;, ;CC, 存在 N 中 唯一 的 序列 {j,} 使 得 ce 门 ,nD ; ;.;， 由 (8.4), 当 


I<k 时 有 j=i， 从 而 f(c)e 站 JeNA 万 疡 … 万 CA ix . 故 f(D; 五 22 .天 ) 二 Ai 于 


由 于 C 是 紧 空间 ， 由 推论 1.1.9, 为 完成 定理 的 证 明 ， 只 须 说明 f 是 连续 的 满 射 . 


对 于 每 一 xe X， 由 (8.3), 存在 NN 中 的 序列 {i, } 使 得 xe 门 NA . 由 (8.4)， 存 在 


下 22 .大 


ce fl keND 于 是 f(c)=x. 所 以 f 是 满 的 函数 . 另 一 方面 , 对 于 每 一 ceC, 设 fc)=x， 则 


i2..ik ? 


存在 N 中 唯一 的 序列 {i } 使 得 ce 站 jwD;, ， 且 {x}= 门 NA 让 U 是 x 在 X 中 的 邻 域 


UU 


X 的 紧 性 ， 存在 ke NN 使 得 A ，， 


UU 


，CU( 练 习 1.1.2) 由 于 D,，,; 是 < 


人 12 ERS 


则 们 keNA SU， 


Nl2 


在 C 中 的 开 邻 域 且 f(D;，; ) CA， CU, 所 以 f 在 点 。 是 连续 的 . 履 f 是 连续 的 . 四 


由 于 Cantor 三 分 集 同 胚 于 积 空 间 D*”， 其 中 D={0, 1} 赋 予 离散 拓扑 (练习 2.6.1), 所 以 每 


一 非 空 的 紧 度量 空间 是 积 空间 D” 的 闭 映 象 . 


定理 2.6.9 (Baire[1909]) 无 理 数 空间 了 下 与 Baire 零 维 空间 N” 同 胚 . 


证 明 由 定理 2.3.7， 存 在 下 上 的 度量 d 使 得 (P, d) 是 完全 度量 空间 . 因为 IndP=0 且 了 是 
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Lindelsf 空间 ， 由 如 


二 


里 2.2.6， 存 在 P 的 履 盖 列 {F, } 满 足 : 


OD 


02 . 


(9.2) d(F ， )<1/k; 


UU 


(9.3) F;, ;是 互 不 相交 的 非 空 开 闭 集 族 {F 


a } jen 的 并 . 


定义 fN” 一 P 了 如 下 : 若 Q=(i, )eN”,， 由 于 {下 


DA 


ii ] teN 是 完全 度量 空间 C2, d) 的 单调 递 
减 的 非 空 闭 集 列 有 dE， 


避 i )<1 记 ， 由 Cantor 定 理 (定理 2.5.3), 门 NE,，， 是 单 点 集 , 于 是 让 


f(a )e NN kN 下 ii ， 


BQ,i,,...i,)={ B=0,)eN” : 当 k<m 时 有 j=i, }. 


(9.4) f(BOi1, i, , ...i, )=F 


Tle 


对 于 每 一 B=0, )sBCi， iy, .i ), fp)e N keNF jj ere ， 于 是 f(B(ii, 
i ER: 


ibwi。 ”为 一 方面 若 xEF;;.; ， 则 存在 N 的 序列 {ji } 使 得 当 k<m 时 有 jj =i 
且 xe 站 ,NE 


jh 令 B=01:)eN"”, 那么 pb e Bl, i, 


，..) 且 f B )=x, 于 是 


F,, , Cf(BG 


Tl 


,因此 KBG i, ,i DP, - 


(9.5)f 是 开 映 射 . 


设 w=( JEsN2" 且 LU 是 x=fc) 在 了 9 


FP 的 邻 域 , 则 {x}= 站 yy FF 


人 
人 CU. 由 于 每 


d(F,; ;i )<1k, 存在 meN 使 得 xcF 


可 


CU. 则 BG, i;,.…i) 是 Qa 在 N” 中 的 邻 域 


f@B(i1 i，...in )=F SU. 因而 , f 是 连续 的 , 由 例 2.1.12, {BGii, ji, im) : 


Q =G 4)eN” ,me N} 是 空间 N” 的 基 , 所 以 f+ 是 开 映 射 


综 上 所 述 ,P 与 N” 同 及 .和 目 


练习 


2.6.1 证 明 : Cantor 三 分 集 同 胚 


于 积 空间 D”， 其 中 D={0, 1} 赋 予 离散 拓扑 . 
2.6.2 证 明 : 每 一 完全 的 可 分 度量 


岗 


空间 ( 即 Polish 空间 ) 是 无 理 数 空 间 P 的 闭 映 象 . 
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2.6.3 证 明 : 有理 数 空间 Q 是 无 理 数 空间 P 的 连续 映 象 . 
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第 三 章 Ponomarev 方法 


作为 研究 度量 空间 拓扑 怕 
间 在 确定 映射 下 象 空间 的 内 在 刻画 ， 


E 质 的 深入 ,本 章 将 探讨 空间 与 映射 的 分 类 问题 , 即 寻 求 度量 衬 


或 把 确定 的 空间 表示 为 度量 空间 的 映 象 . 这 是 一 内 容 非 


常 丰富 的 课题 , 限于 篇 幅 本 章 仪 于 


绕 在 映射 理论 中 占 重要 位 置 的 商 映射 、 开 映射 、 闭 映射 、 


紧 履 盖 映射 等 映射 展开 , 介绍 V Ponomarev(B. IloHomapes), A. Arhangel’skii, E. Michael, K. 


Nagami( 永 见 启 应 ), L，Foged 及 国内 学 者 的 部 分 工作 . 由 于 这 些 工作 大 部 分 是 利用 由 V. 


Ponomarev 首创 的 把 确定 的 不 可 度量 空间 表示 为 Baire 零 维 空间 的 子 空间 的 映 象 的 方法 来 实 


现 的 , 所 以 本 章 定名 为 Ponomarev 方法 . 


本 章 约 定 : 所 有 空间 是 满足 ,分离 性 质 的 拓扑 空间 . 


$3.1 弱 第 一 可 数 空间 


度量 空间 的 开 映 象 是 第 


| 


一 可 数 空 


间 的 商 映 象 势必 讨论 比 第 一 可 数 空 


dp 
双人 
Wt 


是 


间 ( 引 理 2.4.10)， 而 开 映 射 是 商 映 射 ,所 以 寻求 度 


x 间 弱 的 空间 类 . 由 引 理 1.6.6, 度量 空间 的 商 映 象 是 k 空 间 ， 


但 是 并 非 每 一 k 空间 是 度量 空 


间 的 商 空 间 ( 定 理 3.2.2). 描述 度量 空间 的 商 空 间 是 下 面 要 介 和 


的 序列 空间 . 


对 于 空间 X, 若 XX 中 的 序列 {x , } 收 剑 于 x, 并 且 U 是 x 在 X 中 的 邻 域 , 则 “存在 meN 


列 开 集 的 概念 , 并 导致 序列 空 


设 P 是 空间 X 的 子 集 . 若 
如 果 存 在 meNN 使 得 {x}U {x。， 


neighborhood), 车 X 中 的 序列 {x } 收 笋 于 x, 则 {x。} 是 终于 P 的 , P 称 为 X 的 序列 开 集 


(sequentially open set), 若 P 是 了 了 


使 得 当 n>m 时 有 x, eU”.S. Franklin“[1965] 通 过 对 这 一 比 开 集 弱 的 性 质 的 提炼 ,引入 了 序 


< 间 的 建立 . 


人 入 


set), 若 XAP 是 X 的 序列 


>. 


一 


X 中 的 序列 {x } 收 敛 于 x, 称 {x， |} 是 终于 P 的 (eventually in P)， 


: n>m} CP.P 称 为 X 中 的 点 x 的 序列 邻 域 (sequential 


PF 每 一 点 的 序列 邻 域 .P 称 为 X 的 序列 闭 集 (sequentially closed 


设 P 是 空间 X 的 子 集 . 


易 验 证 ， 


若 P 是 点 x 的 邻 域 , 则 P 是 x 的 序列 邻 域 ; 车 P 是 X 的 


集 , 则 P 了 是 X 的 序列 开 集 ; 


若 P 


是 X 的 闭 集 , 则 P 是 XX 的 序列 闭 集 . 


4 S.P Franklin 是 美国 数学 家 R. Sorgenfrey(1915-1996) 的 学 生 . 
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为 了 便于 叙述 ， 有 时 对 于 序列 {x } 与 序列 所 组 成 的 集 {x,，: ne N} 等 同 看 待 ， 可 以 从 上 


下 文中 区 别 出 它 们 的 确切 含意 . 
引 理 3.1.1 设 P 是 空间 X 的 子 集 则 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(DP 是 X 的 序列 闭 自 


梁 


(2) 由 P 中 点 组 成 的 X 的 收敛 序列 的 极限 点 在 P 中; 


(3) 如 果 S 是 X 中 含 极 限 点 的 收敛 序列 , 那么 SMP 是 S 的 闭 集 . 
证 明 (1) 坊 (3). 设 P 是 空间 X 的 序列 闭 集 且 S 是 X 中 含 极限 点 的 收敛 序列 . 若 SP 


不 是 S 的 闭 集 ， 则 SmP 是 无 限 集 且 存在 SmP 的 聚 点 xe SNP. 记 S 门 P={x,，:neN}), 因为 


XX 是 T, 空间 , 序列 {x， } 收 敛 于 x. 由 于 XNP 是 x 的 序列 邻 域 , 于 是 {x, } 是 终于 XNP 的 , 这 


与 所 有 的 x,eP 相 了 矛盾 . 


中 的 序列 {x; } 在 X 中 收敛 于 点 x, 令 S={x}U {x， 


(3) 和 > (2). 设 P 满 足 如 果 S 是 X 中 含 极限 点 的 收敛 序列 , 那么 SNP 是 S 的 闭 集 . 如 果 P 


x,, ESNP 于 是 xeSf1PCP. 


: neN}, 则 SNP 是 S 的 闭 集 ， 由 于 每 


(和 坊 0). 若 P 不 是 X 的 序列 闭 集 ， 则 XNP 不 是 X 的 序列 开 集 ， 于 是 存在 xeXNP 使 


得 XNP 不 是 x 的 序列 邻 域 ,从 而 存在 X 中 收敛 于 x 的 序列 {x, } 使 得 {x， } 不 是 终于 XP 


的 ,因此 存在 {x,, } 的 子 序列 {x，} 使 得 每 一 x，sP 即 存在 由 了 中 点 组 成 的 X 的 收敛 序列 的 


极限 点 不 在 P 中 . 重 
上 述 序列 闭 集 的 特征 (2) 可 简 述 为 序列 闭 集 关 于 收敛 序列 是 封闭 的 . 


列 空 


集 是 X 的 开 集 . 
显然, 空间 X 是 序列 空间 当 且 仅 当 X 的 每 一 序列 闭 
间 中 闭 集 关于 全 体 含 极限 点 组 成 的 收敛 序 列 的 人 


定义 3.1.2 (Franklin[1965]) 空 间 X 称 为 序列 空间 (sequential space)， 若 X 的 每 一 序列 开 


集 是 X 的 闭 集 . 由 引 理 3.1.1, 在 序 


长 族 


定义 为 关于 全 体 紧 子 集 组 成 的 覆盖 具有 弱 拓 扑 ， 于 是 


定理 3.1.3 ”序列 空间 是 k 空间 . 国 
述 例子 说 明 空间 未 必 是 序列 空间 . 
例 3.1.4 存在 不 是 序列 空间 的 紧 空 间 . 


有 弱 拓 扑 (定义 1.6.4). 由 于 空间 


让 人 是 不 可 数 集 . 对 于 每 一 & e 和, 令 D 。 是 集合 {0, 1} 赋 予 离散 拓扑 的 空间 ， 则 积 空 
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间 X=]1,_D。 是 紧 空间 (Tychonoff 积 定理 ), 设 每 一 p,:X 一 D。 是 投影 映射 , 置 Z={xeX: 


仅 有 可 数 个 w e A 使 得 p(x)=1}, 则 乙 是 的 序列 财 的 稠密 的 真子 集 . 首先 ， 由 于 人 的 不 


可 数 性 , 易 知 Z 是 X 的 真子 集 . 其 次 , 设 {z, } 是 由 乙 中 点 组 成 的 X 中 的 收敛 序列 ， 让 z 是 序 


列 {z，} 的 极限 点 . 对 于 每 一 ne N,， 存 在 A 的 可 数 子 集 A ,使 得 当 a e 入 人 ,时 有 


pa (2,)=0. 令 和 人 =U nA,, 则 A' 是 A 的 可 数 子 集 ， 且 当 Q e 入 A ', neN 时 有 


pw (Zz )=0， 而 积 空 间 中 点 的 收敛 是 依 华 标 收敛 的 , 所 以 当 w e 入 A 时 有 ps (2)=0, 从 有 


的 定义 知 ze Z. 故 Z 关于 收敛 序列 是 封闭 的 ， 由 引 理 3.1.1,Z 是 XX 的 序列 闭 集 . 再 次 , 对 于 X 


的 任 一 非 空 的 基本 开 集 V=][],_、V。， 其 中 除了 有 限 个 ga e A 外 有 V。=D。, 存在 人 的 有 限 


子 集 下 使 得 当 w e A NF 时 有 V。=D。. 取 点 y=(y。 )eX 使 得 当 w eF 时 y。 eV。, 当 


Qe ANF 时 y,=0, 那么 yeZ 门 V 于 是 ZN 站 Vz 名 @, 所 以 忆 是 X 的 稠密 子 集 . 


下 面 证 明 X 不 是 序列 空间 . 若 X 是 序列 空间 , 于 是 乙 是 X 的 闭 集 , 而 Z 又 是 X 的 稠密 


子 集 , 从 而 X=Z, 矛盾 . 故 X 不 是 序列 空间 . 国 


序数 空间 [0，@1] 也 是 一 个 非 序 列 空间 的 紧 空间 . 序列 空间 的 定义 与 收敛 序列 有 关 . 在 


8§2.4 中 为 了 研究 度量 空间 的 可 数 双 商 的 闭 映 象 , 引入 了 强 Fréchet 空间 性 质 (定义 2.4.3): 空间 


X 称 为 强 Fréchet 空间 , 若 {A, } 是 X 中 递减 的 集 列 且 xe 门 ,jn An， 则 存在 x, eA, (vne 了 


和 敛 序列 相关 的 Fréchet 空间 . 


定义 3.1.5 (Arhangel’skii[1963], Franklin[1965]) 空间 X 称 为 Frkchet 空间 Fréchet space)， 


若 xe A CX, 则 存在 A 


使 得 在 X 中 序列 {x } 收 敛 于 x. 这 也 是 与 收敛 序列 有 关 的 拓扑 性 质 , 它 的 引入 源 于 如 下 与 收 


FPF 点 组 成 的 序列 {x， } 使 得 在 XX 中 {x , } 收 敛 于 x. 


上 述 空 间 与 泛 函 分 析 


中 


H 现 的 Frkchet 空间 有 完全 不 同 的 意义 , 泛 函 分 析 中 的 Fréchet 空 


间 意 为 完全 度量 化 的 局 部 凸 的 拓扑 向 量 空间 . 东欧 的 一 些 学 者 常 把 定义 3.1.5 的 空间 称 为 


Fréchet-Urysohn 空间 .显然 ， 强 Fréchet 空间 是 Fréchet 空间 . 


定理 3.1.6 ”Fréchet 空间 是 序列 空间 . 


证 明 设 X 是 Frk&chet 空 间 . 若 F 是 X 的 序列 闭 集 且 xe FE， 则 存在 F 中 点 组 成 的 序列 


人 fx，} 使 得 在 和 中 {x, } 收 敛 于 x， 由 引 理 3.1.1,xeE 所 以 F=E 即 F 是 X 的 闭 集 . 故 和 是 序 
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列 空间 . 重 


综合 


这 些 


例 3.2 


上 面 的 结果 ， 第 一 可 数 空间 之 强 Fréchet 空间 之 Frkchet 空间 之 序列 空间 之 空间 . 


空间 类 统称 为 弱 第 一 可 数 空 间 (weakly first-countable space). 相反 的 草 含 关系 都 不 成 立 . 


.11 表明 强 Fréchet 空间 未 必 是 第 一 可 数 空间 . 


例 3.1.7 Arens 空间 $， (Arens8[1950]): 不 是 Fréchet 空间 的 序列 空间 . 


取 X={0} UNUN?”. 对 于 每 一 n,m, keN, 令 Va m)={n}U {0n, k) :k>m}. 集合 X 赋 


予 下 述 拓扑 称 为 Arens 空间 : N? 中 的 点 是 X 的 孤立 点 ; 对 于 neN， 点 n 的 邻 域 基 元 形 如 Va， 


m), me N; 点 0 的 邻 域 基 元 形 如 {0}U(U ,Vs m, ) 其 中 i, m,，eN.Arens 空间 简 记 为 $，. 


易 验 证 ,S, 是 T, 空间 . 由 于 上 述 取 定 的 邻 域 基 元 均 是 S, 的 开 闭 集 , 所 以 S$, 是 正则 空间 . 


(7.1) S , 不 是 Fréchet 空间 . 


设 {x; } 是 中 的 序列 ， 若 序列 {x; } 收 


2 敛 于 0, 那么 对 于 每 一 ne N, 集 Va, DJ) 中 仅 


--- 含有 序列 {x, } 的 有 限 项 于 是 存在 m, eN 


使 得 所 有 的 x 


g Va，m ，)， 让 


i 


Bp U={0}U(UinVan, m,)); 则 U 是 0 在 S， 


1 1 1 1 1 

1 f+---r--T---r--- 

1 +------+---H--- 

1 i 二 

@ L__J Lz 

1 -TU CT 

人 

1 ee er 

1 十 一 一 -上 一 -HH 

1 1 L--3 1 Nt-- 
mi 1 1 L__J 1 

1 1 1 E 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1Xi 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 
Ey EE We CR PE ES A RS WN 
O0¢€U nEVn,m) 


图 Arens 空间 S， 


所 以 S ,不 是 Fréchet 空间 . 


(7.2) S , 是 序列 空间 . 


设 P 是 S ,的 序列 开 集 . 对 于 每 


| 


中 的 开 邻 域 , 但 是 所 有 的 x ;gg U， 矛盾 . 故 


N? 中 不 存在 序列 收敛 于 0. 因为 0e N?， 


xeP, 车 xeN?, 显然 P 是 x 的 邻 域 若 x=neN, 由 


辐 数 学 家 R. Arens(1919-2000), 他 是 美国 


于 序列 {(n, mm)} wen 在 S ,中 收敛 于 n， 而 P 是 n 的 序列 邻 域 所 以 存在 me N 使 得 VQn, m) CP 


于 是 P 是 x 的 邻 域 ; 若 x=0， 由 于 序列 {n} 在 S ,中 收敛 于 0, 而 P 了 是 0 的 序列 邻 域 , 所 以 存在 


数学 家 Garrett Birkhoff(1911-1996) 的 学 生 . 
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ieN 使 得 当 n>i 时 neP 而 P 是 P 中 每 一 点 的 序列 邻 域 于 是 当 n>i 时 存在 m,, e N 使 得 


Vam, )cP 让 W={0}U (Uj Vn,m,)), 那么 W 是 0 在 S, 中 的 邻 域 且 WcP, 于 是 P 是 


0 的 邻 域 . 故 P 是 P 中 每 一 点 的 邻 域 , 所 以 P 是 S, 的 开 集 . 因而 S, 是 序列 空间 . 国 


例 3.1.8 序列 鹿 $S , (Arhangelskit, Franklin[1968]): 非 强 Fréchet 空间 的 Fréchet 空间 . 


取 X={0}U N”. 对 于 每 一 n m ke N, 令 Wa m)={(n,k) :k>m}. 集合 X 赋 予 下 述 拓扑 


称 为 序列 肩 (sequential fan): N “中 的 点 是 X 的 孤立 点 ; 点 0 的 邻 域 基 元 形 如 {0}U (Un Woa， 


m, )), 其 中 m,e N. 序列 扇 简 记 为 S。. 易 验 证 ,S ,是 T, 空间 . 由 于 上 述 取 定 的 邻 域 基 元 均 


是 S$, 的 开 闭 集 , 所 以 S， 是 正则 空间 . 


(8.1) S, 是 Fréchet 空间 . 


对 于 S, 的 子 集 A 及 xe A, 不 妨 设 xe A N\A, 则 x=0. 若 对 于 每 一 neN, Wln, D 门 A 


是 有 限 集 , 则 存在 m, e N 使 得 Wo m, ) 门 A= 儿 . 令 U={0}U(U;,nW(n, m,)), 则 U 是 0 


= 


在 S ,中 的 邻 域 且 U 门 A= 名 , 矛盾. 从 而 存在 ne N 使 得 Wn, 1D) 门 A 是 无 限 集 , 把 Wn， 


DNA 中 的 点 排 成 无 限 序列 {x,}， 则 {x, } 在 S， 中 收敛 于 0. 因而 S$ 是 Fréchet 空间 . 


只 


一 一 


孤立 点 


' 和 wm- 


1 1 
| A 

1 1 1 1 
而 映射 f 人 | 
6 。。 

p> 
nevV(n, m) OFfU an 
度量 空间 M 序列 扁 S。 


(8.2) S。 是 局 部 紧 的 可 分 度量 空间 的 闭 映 象 . 


取 M=NU N”. 对 于 每 一 n, m, keN, 令 Van,m)={n}U {(n,k) :k>m}. 集合 M 赋予 下 述 
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有 可 数 基 的 局 部 紧 的 正则 空间 , 于 是 M 是 局 部 紧 的 可 分 度量 空间 (Urysohn 度量 化 定理 ). 


是 


MA 


定义 fM 一 S, 使 得 当 xeN? 时 f(x)=x, 当 xe N 时 f(x)=0, 则 f 是 闭 映射 (练习 3.1.9). 


(8.3) S$。 不 是 强 Fréchet 空间 . 


由 于 Of”(0)=N 不 是 紧 集 ， 由 定理 2.4.7, 2.4.16, S ,不 是 强 Fréchet 空间 . 


(8.4) S, 是 S ,的 逆 紧 映 象 . 


Arens 空间 S, 的 构造 如 例 3.1.7， 定义 g: S$， 一 S$ 使 得 当 xeN? 时 gCO=x， 当 


xe {0}UN 时 g(x)=0, 则 g 是 逆 紧 映射 (练习 3.1.8). 国 


练习 
3.1.1 设 P 是 空间 X 的 子 集 . 若 X 中 的 每 一 收敛 于 x 的 序列 存在 子 序列 是 终于 P 的 , 则 


P 是 x 在 XX 中 的 序列 邻 域 . 
3.1.2 证 明 : 可 数 紧 的 序列 空间 的 序列 紧 空 间 . 


3.13 ”序列 空间 的 开 子 空间 或 闭 子 空间 是 序列 空间 . 


3.1.4 证明: Arens 空间 S, 的 子 空间 {0}U N? 不 是 序列 空间 . 


3.1.5 证 明 : 空间 X 是 Fréchet 空间 当 且 仅 当 X 的 每 一 子 空间 是 序列 空间 . 


3.16 证 明 : 空间 X 是 Fréchet 空间 当 且 仅 当 X 的 每 一 点 的 序列 邻 域 是 该 点 的 邻 域 . 


3.1.7 证 明 : 离散 空间 的 一 点 紧 化 是 Fréchet 空间 . 


a 


3.1.8 ”用 强 Fréchet 空间 的 定义 直接 证 明 序列 扇 S ,不 是 强 Fréchet 空间 . 


3.1.9 证明: 例 3.1.8 定义 的 两 个 函数 fM 一 S, 和 g: S ,一 S, 分别 是 闭 映射 和 道 紧 映 


3.1.10 证 明 : 空间 X 是 强 Fréchet 空间 当 且 仅 当 积 空 间 XxS, 是 Fréchet 空间 . 


$3.2 ” 商 映 象 
本 节 介绍 度量 空间 商 映 象 的 内 在 刻画 ， 由 此 可 导出 度量 空间 的 伪 开 映 象 ,可 数 双 商 映 象 
的 刻画 . 这 些 刻画 涉及 适当 的 弱 第 一 可 数 空间 . 


引 理 3.2.1 ” 商 映 射 保持 序列 空间 性 质 . 
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证 明 设 fx 一 Y 是 商 映 射 ,其 中 XX 是 序列 空间 . 车 U 是 Y 的 序列 开 集 ， 则 f71( 四 是 X 


的 序列 开 集 , 而 X 是 序列 空间 , 于 是 f-1(U) 是 X 的 开 集 . 由 于 f 是 商 映 射 , 所 以 U 是 Y 的 


ny 


k， 故 YY 是 序列 空间 . 目 
如 下 定理 表明 序列 空间 可 精确 为 可 度量 化 空间 的 商 映 象 . 
定理 3.2.2 (Franklin[1965]) 对 于 空间 X 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(1) XX 是 序列 空间 ; 


(2) XX 是 局 部 紧 的 可 度量 化 空间 的 商 空 间 ; 


(3)X 是 可 度量 化 空间 的 商 空 间 . 
证 明 (1) 坊 (2). 设 X 是 序列 空间 . 由 引 理 3.1.1, X 关于 全 体 含 极限 点 的 收敛 序列 组 成 
的 集 族 S 具有 弱 拓 扑 . 让 M 是 覆盖 S 的 拓扑 和 ,f 是 从 M 到 X 上 的 自然 映射 ( 引 理 1.6.7). 因 


为 X 是 T, 空间 ,所 以 每 一 含 极限 点 的 收敛 序列 是 紧 的 可 度量 化 空间 (练习 2.1.7), 于 是 M 是 


局 部 紧 的 可 度量 化 空间 , 再 由 引 理 1.6.7, f 是 商 上 映射， 所 以 X 是 局 部 紧 的 可 度量 化 空间 的 商 


空间 . (2) 和 过 GQ) 是 显然 的 . (3) 和 过 (1). 因为 第 一 可 数 空间 是 序列 空间 ， 由 引 理 3.2.1， 所 以 可 度 


量化 空间 的 商 空间 是 序列 空间 .上午 
由 定理 3.2.2, 例 3.1.4 中 的 紧 空间 X 不 能 表示 为 可 度量 化 空间 的 商 空 间 . 


例 3.2.3 Arens 空间 S，( 例 3.1.7): 局 部 紧 的 可 分 的 可 度量 化 空间 的 商 空 间 . 


全 
: 1 | 1 : 1 
1 1 : 1 
1 1 : 1 
1 1 1 
1 1 : 1 
1 1 : 1 
+ + + {> Eo :| 
1 1 1 ; 1 
: n f 0 
2 中 X， 一 -一 一 一 一 上 
商 映 射 
风度 量 空间 的 商 空间 
让 Xi={0}UN, 集合 X; 赋予 下 述 拓扑 : NN 中 的 点 是 X| 的 孤立 点 ; 0 在 Xi 中 的 邻 域 基 元 


形 如 {0}U {keN:k>m}, meN. 则 Xi 是 紧 的 可 度量 化 空间 . 让 X,=Nx({0}U N), 集合 X， 


赋予 下 述 拓扑 : N ?中 的 点 是 和， 的 孤立 点 ; 对 于 每 一 neN, (n, 0) 在 X, 中 的 邻 域 基 元 形 如 {， 


0)}U {Qn,k):k>m}, meN. 则 X,， 是 具有 可 数 基 的 局 部 紧 的 正则 衬 间 ， 于 是 X,， 是 局 部 紧 的 
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可 分 的 可 度量 化 空间 (Urysohn 度量 化 定理 ). 置 M=Xi 四 X, ， 则 M 是 局 部 紧 的 可 分 的 可 度量 


化 空间 . 定义 f M 一 5S, 使 得 当 xeX|@(X, N(Nx{0})) 时 f(x)=x,， 当 x=(n, 0)e Nx{0} 时 


foO=n. 则 了 是 商 映 射 (练习 3.2.1). 上 
与 Fréchet 空间 最 密切 的 映射 是 伪 开 映射 


定义 3.2.4 (Arhangelskii[1963]) 设 映射 fX 一 YT 称 为 伪 开 映射 pseudo-open mapping)， 


若 对 于 每 一 ye Y, 如 果品 是 f(W 在 和 中 的 邻 域 , 则 KU) 是 y 在 立 中 的 邻 域 . 


显然 , 可 数 双 商 映射 (定义 2.4.12) 是 伪 开 映射 . 下面 几 个 引 理 说 明了 伪 开 映射 与 闭 映 射 、 
商 映 射 及 Fréchet 空间 的 关系 . 
引 理 3.2.5 ” 闭 映 射 是 伪 开 映射 . 伪 开 映射 是 商 映 射 . 


证 明 设 fx 瑟 Y 是 闭 映射 . 若 yeY 且 U 是 f7 (在 X 中 的 邻 域 , 由 引 理 1.3.1, yeY 


Nf(XNNU' )cf(U), 因为 f 是 闭 映射 , 所 以 f(D) 是 y 在 Y 中 的 邻 域 . 故 f 是 伪 开 映射 . 


设 fX 一 Y 是 伪 开 映射 . 对 于 Y 的 子 集 U, 若 f 7! (U) 是 X 的 开 集 , 那么 对 于 每 一 yeU 


有 f7 (cf 一 O， 因 为 f DO) 是 全 (在 X 中 的 邻 域 且 f 是 伪 开 映射 , 所 以 U 是 y 在 Y 中 


的 邻 域 , 即 UU 是 U 中 每 一 点 的 邻 域 从 而 UU 是 Y 的 开 集 . 故 { 是 商 映 射 . 国 


引 理 3.2.6 设 f:Xx 一 Y 是 商 映 射 . 车 Y 是 Fréchet 空间 ， 则 f 是 伪 开 映射 . 


证 明 对 于 yeY 及 f 1(y) 在 X 中 的 邻 域 U 车 yeYNf(U) =YY\f(U)， 因 为 Y 是 Fréchet 


空间 , 存在 YNE(D) 中 的 序列 {y, } 收 敛 于 y, 这 时 每 一 y, #y. 置 2={y，: neN}, F=f (2), 


那么 F CFUf71(y). 因为 fcU 且 UNF= 多 , 所 以 f7 (由 F= 儿 ,从 而 F cE 即 下 


是 XX 的 闭 集 由 于 f 是 商 映 射 ,Z 是 Y 的 闭 集 , 矛盾 . 故 yef(U)". 因此 上 是 伪 开 映射 . 国 


引 理 3.2.7 伪 开 映射 保持 Fréchet 空间 性 质 . 


证 明 设 fX->Y 是 伪 开 映射 , 其 中 X 是 Fréchet 空间 . 设 ye A 和 二 YY 如 果 


fmtfIA) = 名, 即 f GO)cXNNfTCA)， 由 于 f 是 伪 开 上 映射， 那么 yefGXN 


f(A) ) Cf(XNf71(A)) =(YNA) "=YNA, 矛盾 . 于 是 有 xef 1(y) 门 f(A). 因为 X 是 


Fréchet 空间 ,存在 f(A) 中 的 序列 {x, } 收 敛 于 x， 因此 A 中 的 序列 {f(x, )} 收 伍 于 f(x)=y， 故 


YY 是 Fréchet 空间 . 目 
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利用 定理 3.2.2 及 关于 Fréchet 空间 和 伪 开 映射 的 系列 结果 可 获得 可 度量 化 空间 的 伪 开 映 
象 的 精确 刻画 . 


推论 3.2.8 (Arhangelskii[1963], Franklin[1965]) 对 于 空间 X 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(1) X 是 Fréchet 空间 ; 


(2) X 是 局 部 紧 的 可 度量 化 空间 的 伪 开 上 映 象 ; 
(3) X 是 可 度量 化 空间 的 伪 开 映 象 . 


证 明 (1) 坊 (2) 由 定理 3.2.2 及 引 理 3.2.6. ( 2) 一 (3) 是 显然 的 . (3) 一 (D 由 可 度量 化 空间 


是 Fréchet 空间 及 引 理 3.2.7. 量 


引 理 3.2.9 ” 设 fX->Y 是 商 映 射 . 若 X 是 序列 空间 ,Y 是 强 Fréchet 空间 ， 则 f 是 可 数 双 


商 映 射 . 


证 明 若 f 不 是 可 数 双 商 映射 , 则 存在 ysY 及 X 的 覆盖 人 (y) 的 可 数 开 子 集 族 {U，} je 


使 得 对 于 每 一 ne N, yeYnNtUU) =Y\f(U,,, U,;). 由 于 YY 是 强 Fréchet 空间 , 存在 


y, EYNNf(U ,,U,) 使 得 序列 {y, } 收敛 于 y. 不 妨 设 所 有 的 y, yy 让 FF={y，: ne N}, 则 F 


不 是 的 闭 集 , 而 f 是 商 映射 , 于 是 f” (不 是 X 的 闭 集 ， 因 为 X 是 序列 空间 , 所 以 f (EF) 


不 是 X 的 序列 闭 集 , 由 引 理 3.1.1, 存在 全 (F) 中 的 序列 {x; } 使 得 在 X 中 {x ; } 收 敛 于 


xz#f (F)， 又 由 于 每 一 了 7 (y, ) 是 XX 的 闭 集 , {f(x ,) :ieN} 是 F 的 无 限 子 集 , 不 妨 设 存在 子 序 


列 {y，} 使 得 每 一 f(x;)=y,,, 那么 f(x)=y， 即 xef  (y)， 从 而 存在 meN 使 得 xseU, ， 因 此 存 


在 ieN 使 得 n, >m 是 x,eU,,, 于 是 yef(U,,), 矛盾 . 故 f 是 可 数 双 商 映射 . 国 


推论 3.2.10 (Siwiec[1971]) 对 于 空间 X 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(1)X 是 强 Frkchet 空间 ; 


(2) XX 是 局 部 紧 的 可 度量 化 空间 的 可 数 双 商 映 象 ; 


(3)X 是 可 度量 化 空间 的 可 数 双 商 映 象 . 


证 明 (1) 沪 QQ) 由 定理 3.2.2 及 引 理 3.2.9. 2) 过 (3) 是 显然 的 . (3) 一 (D 由 可 度量 化 空间 


是 强 Fréchet 空间 及 引 理 2.4.15. 目 


例 3.2.11 非 第 一 可 数 空 间 的 强 Fréchet 空间 . 
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首先 构造 蝶 形 空间 (McAuley*[1956]), 然后 说 明 蝶 形 空间 的 商 空 间 是 一 个 非 第 一 可 数 的 


强 Fréchet 空间 (Lutzer“[1971]). 


取 X= 玉 2” 集合 赋予 下 述 蝶 形 拓扑 (butterfly topology): 对 于 x=(t, s)e X, 若 s 冯 0,x 在 


X 中 具有 了 欧 几 里 得 拓扑 的 邻 域 ; 若 s=0, x 在 XX 中 的 邻 域 基 元 为 蝶 形 集合 Bt(x, 1/n)={x}U {Ct，， 


SEX : 0<ltt|<1/m, |s-s’Mt-t*|<1l/n}, ne N. 具有 蝶 形 拓扑 的 空间 称 为 蝶 形 空间 (butterfly 


space). 易 验 证 ,X 是 第 一 可 数 的 正则 空间 . 


(11.1D)X 的 紧 子 集 Ix {0} 在 X 中 不 具有 可 数 的 邻 域 基 . 


由 于 X 在 子 空间 Ix {0} 上 诱导 了 欧 儿 里 得 拓扑 ， 所 以 Ix {0} 是 X 的 紧 子 集 . 若 Ix {0} 在 X 


中 具有 可 数 邻 域 基 {U, } ,nx. 对 于 每 一 xeIx{0}, Bt(x, 2) 是 Ix{0} 在 X 中 的 邻 域 , 存在 


n(x) e N 使 得 U , 二 Bt(x, 2). 因为 TIx{0} 是 不 可 数 集 , 存在 meN 使 得 Z={xelx {0} :n(x)=m} 


是 Ix {0} 的 不 可 数 子 集 , 于 是 U, c ,zBt(x, 2). 设 x 是 Z 在 I[x {0} 中 的 一 个 聚 点 , 那么 存 


在 ke N 使 得 Btx,， LOCU,，. 取 定 Z 中 不 同 于 x 的 点 y 使 得 x 与 y 的 第 一 个 分 量 之 间 的 欧 


几 里 得 距离 小 于 1/k， 那么 Bt(x, MO CU ,, CBt(y, 2), 矛盾 . 故 [x {0} 在 X 中 不 具有 可 数 的 邻 


域 基 . 


让 q:X 一 >X/Ix {0} 是 自然 


商 映 射 由 于 Ix {0} 是 X 的 闭 


集 ， 于 是 q 是 闭 映射 (练习 


ul Pp 1.3.2) 令 Y=X/I x {0), 


d(x, y)< 1/k 


yo=d((0, 0)). 


McAuley 的 蝶 形 空间 (11.2) Y 是 强 Fréchet 空间 . 


于 Ix {0} 是 X 的 紧 子 集 ， 


所 以 q 是 逆 紧 映射 ， 于 是 q 是 可 数 双 商 映射 ( 引 理 2.4.13), 而 X 是 第 一 可 数 空间 , 因此 Y 是 


强 Fréchet 空间 ( 引 理 2.4.15). 


4 .FF McAuley 是 美国 数学 家 F B. Jones(1910-1999) 的 学 生 . 
4 D.J. Lutzer 是 美国 数学 家 E. A. Michael 的 学 生 . 
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(11.3)Y 不 是 第 一 可 数 空间 . 
若 Y 是 第 一 可 数 空间 ,， 则 点 yo 在 Y 中 


XX 中 的 邻 域 , 于 是 


得 q 


数 邻 域 基 , 与 (11.1) 相 矛盾 . 故 Y 不 是 第 一 可 数 空 


3.2.1 证 明 : 例 3.2.3 定义 的 函数 f: M 一 S, 是 商 


3.2.2 


qd (yo0) EU, 


设 映 射 fX 一 立 证 


练习 


ff GB) 一 B 是 商 映射 


tk 有 可 数 邻 域 基 {V 。} ,es . 


因为 q 是 闭 映 射 ， 


明 : f 古 伪 开 映射 当 


若 U 是 子 集 [x {0} 在 


由 定理 


1.3.2, 存在 yo 在 Y 中 的 邻 域 V 使 


了 (V) CU， 从 而 存在 me N 使 得 q 1(V,)cU. 因此 {q 1(V,)} wn 是 Ix{0} 在 X 中 的 可 


间 . 上 


映射 . 


且 仅 当 对 于 Y 的 每 一 非 空 子 集 B， 


3.2.3 证 明 : 两 个 伪 开 映射 的 复合 函数 是 伪 开 映射 . 

3.2.4 ” 设 空间 X 具有 可 数 基 , 空间 立 是 强 Fréchet 空间 . 若 f:X 一 是 商 映 射 , 则 YY 具 
有 可 数 基 

3.2.5 证 明 : 两 个 可 数 双 商 映 射 的 复合 函数 是 可 数 双 商 映射 . 


8$3.3” 开 英和 象 


虔 量 守 


化 衬 


Baire 零 维 


可 数 空 间 X 的 基 . 


(B。jen 构 成 X 中 某 点 x。 的 邻 域 基 }, 其 


空间 的 开 映 象 是 第 一 可 数 空 
间 的 开 映 象 ? 1960 年 V Ponomarev 研究 了 这 一 问题 , 证 
空间 ( 例 2.1.12) 的 某 一 子 空间 的 开 映 和 象 . 


记 2-{B CQ } CEA 


， 赋 予 指标 


间 ( 引 理 2.4.10). 


中 M 赋予 离散 空 


是 否 每 一 第 一 可 数 空 
E 明 了 每 一 第 一 可 数 的 空 
Ponomarev 的 基本 方法 如 下 : 设 如 


间 是 茶 一 可 度量 


间 确 实 是 


日 .和 


十 氏 一 


和信 


> 


和 人 离散 拓扑 , 令 M={Q=(Q;)eA”: 


g 间 A 的 可 数 次 积 空间 A“ 


(Baire 


零 维 空间 ) 所 诱导 的 子 空间 拓扑 , 则 M 是 度量 空间 . 对 于 每 一 & =(Q,)eM, 可 以 定义 函数 
fM 一 X 使 得 fw )=x。， 然后 证 明 f 是 开 映 射 . 

本 节 介 绍 与 度量 空间 的 开 映 象 相关 的 第 一 可 数 空间 .具有 点 可 数 基 的 空间 的 映射 性 质 及 
度量 化 定理 . 为 了 今后 应 用 的 方便 , 下面 将 Ponomarev 的 方法 一 般 化 . 

设 刀 是 空间 X 的 网 络 . 记 {P 。}。， 子 标 集 入 赋予 离 散 拓 扑 ， 令 
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M={w=(oj)Es A”:{P。j} es 构 成 入 中 某 点 xs 的 网 络 }, 则 M 是 度量 空间 ,并 且 对 于 每 一 


Q=(Q)eM, 由 于 X 是 Ti 空间 , 若 xeX、N{x。}, 则 存在 ieN 使 得 P。cXN{x}, 于 是 


人 fu j}= 门 ,cgP。， 故 xu 是 唯一 确定 的 . 定义 函数 EM 一 X 使 得 人 Qa )=x。. 称 (f, MX, 加 为 


Ponomarev 系 (Ponomarev system). Ponomarev 系 是 Ponomarev 研究 度量 空间 开 映 象 时 使 用 的 
方法 的 一 般 化 . 

引 理 3.3.1 设 (f, M, X, 如是 Ponomarev 系 . 

(1) 若 对 于 每 一 xeX， 存 在 必 的 可 数 子 集 构成 x 在 XX 中 的 网 络 ， 则 f 是 映射 

(2) 若 必 是 空间 X 的 可 数 局 部 基 ， 则 f 是 开 映 射 . 


(3) 若 X 的 非 空子 集 C 仅 与 必 中 可 数 个 元 相交 ,， 则 f7 了 (CO) 是 M 的 可 分 子 空间 . 


证 明 记 六 {P。} (GD 对 于 每 一 xeX, 存在 必 的 可 数 子 集 休 。} ,构成 x 在 X 中 


的 网 络 . 令 w =(Q;)e 和 A", 那么 a eM 且 f(Q )=x, 所 以 f 是 满 的 函数 . 另 一 方面 ， 对 于 


Q=(Q,)eM, 设 fKa )=x, 让 UD 是 x 在 X 中 的 邻 域 , 因为 P。} ,是 x 在 X 中 的 网 络 , 存在 


Qi 


CU. 令 V={y eM :的 第 m 个 坐标 是 a,}， 由 于 人 A 赋予 离散 拓扑 , 于 


me N 使 得 xeP 


Cn 


是 V 是 M 中 含有 Q 的 开 集 . 对 于 每 一 = (0i)sVEy)JesniawP，cP。, 所 以 


fV)CP。 CU, 故 f 是 连续 的 . 因而 f 是 映射 . 


(2) 设 PP 是 空间 X 的 可 数 局 部 基 . 由 (1), f 是 映射 . 下 面 证 明 f 是 开 映 射 . 对 于 每 一 


Q=(Q ,)eM, neN, 令 B(Q 1, 0 ,,...0,)={(B ,)eM: 当 izsn 时 有 BpB ,=Q ,}， 则 


f(B(Q |，0 ;,，.…0 ,)= 门 ,Po . 事实 上 , 对 于 每 一 和 =(D ,)eB(Q 1, 0,, .0 ,), 


f{(f )e NN ieNP p [es NN iznP a ， ed 是 fB(CC 家昌 C 党 党 “0 ,1) NN iznP a . 为 一 方面 ， 若 


xe 门 wwP。, 由 于 PD 是 X 的 可 数 局 部 基 , 取 定 PP 的 可 数 子 集 {P 。 jeN 使 得 当 i<n 时 


Bi=0 ; 且 {Pp :i>n} 是 x 在 XX 中 的 邻 域 基 , 让 B=(B,)e A”, 那么 Bp eB(Q i， 


n 


0 ,0 ) (Bx, 于 是 人 | ;Ps CfB(G 1, 0 ,, .0 ). 因此 f(B(Q ，， 


\ 一 


Q& ,00)= 门 csP。 .由 例 2.1.12, {B(Q 1，Q ,,.…0 ,):(Q ;)eM,neNN} 是 度量 空间 


Qi 


M 的 基 , 所 以 了 是 开 映 射 . 
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(3) 设 X 的 非 空子 集 C 仅 与 丸 中 可 数 个 元 相交 , 让 【={wesA :P。 人 Cz# 久 }, 则 工 是 


人 的 可 数 子 集 对 于 每 一 =(oi)sf (CO), 站 jewP。 ={Kc)) = C, 于 是 每 一 P。 门 C# 人 


所 以 Qa, eT, 从 而 a srT? 站 M 故 f (OcT”*N 站 M. 因 


M 的 可 分 子 空间 .和 


由 引 理 3.3.1 的 (1) 和 (2)， 立即 得 到 下 述 的 Ponomarev 定理 . 


定理 3.3.2”(Ponomarev 定理 [1960])X 是 第 一 可 数 空间 当 


映 象 . 国 


为 T 了 具有 可 数 基 , 所 以 f-(C) 是 


仅 当 


V.I Ponomarev[1960] 是 对 TT, 空间 计 


Se 


数 


间 是 某 一 T, 的 第 


S. Hanai[1961] 也 证 明了 定理 3.3.2. 对 照 Ponomarev 定理 ， 定 到 
FE 质 的 证 明 有 许多 类 似 ， 从 无 理 数 空间 到 度量 空 
数 空间 ,反映 了 人 们 在 认识 上 的 飞跃 , 可 以 认为 Baire, Morita 及 Ponomarey 等 


Baire 零 维 


的 映射 定理 是 一 脉 相 承 的 . 


可 数 空 


空间 的 构造 及 映射 物 


间 的 


E 明 定理 3.3.2 的 . E. Michael[1971] 记 


1 
日 


X 是 可 度量 化 空间 的 


:明了 每 一 第 一 可 


映 象 ， 因 而 不 假定 满足 分 离 性 质 定理 3.3.2 也 是 正确 的 . 


2.6.1(Morita 定 理 ) 及 定型 


E2.6.9, 


\ 


瑟 


到 第 


关于 度 


ti 


可 


室 |] 


从 83.2 知 ,， 若 空间 X 是 可 度量 化 空间 的 商 ( 伪 开 ， 可 数 双 商 ) 映 象 , 则 X 必 是 局 部 紧 的 可 


虑 星 


空间 的 开 映 象 . 设 X=R”， 


1.6.2), 于 是 X 是 第 一 可 数 空间 


一 局 部 紧 的 可 度量 化 空间 的 


里 


|， 


中 


由 于 开 映 射 保持 
映 象 . 


化 空间 的 商 ( 伪 开 ， 可 数 双 商 ) 映 象 . 然而 , 第 一 可 数 空间 未 必 是 菜 一 局 部 紧 的 可 度量 化 


RR 赋予 欧 几 里 得 拓扑 ， 则 X 是 非 局 部 紧 的 度量 空间 (练习 


局 部 紧 性 质 ( 练 习 1.6.1), 所 以 X 不 可 能 是 某 


设 必 是 空间 X 的 子 集 族 , PP 称 为 点 可 数 的 (point-countable), 若 X 的 每 一 点 仅 属 于 必 中 的 


可 数 个 元 . 若 空 间 X 上 共有 


(point-countable base). 
引 理 3.3.3 
证 明 


设 X 是 可 分 空间 , P 是 X 的 点 可 数 的 7 


可 分 空间 的 点 可 数 开 集 族 是 可 数 的 
T 集 族 . 让 D 是 X 的 可 数 的 稠密 子 集 


X 的 每 一 非 空 
的 ， 所 以 人 是 可 


数 的 . 国 


定义 3.3.4 设 映射 fX -> 耻 f 称 为 s 映射 -mapping)， 若 每 一 f (是 X 的 可 分 子 集 . 


定理 3.3.5 (Ponomarev[1 


个 点 可 数 的 子 集 族 是 X 的 基 , 则 称 X 共有 点 可 数 基 


， 那 么 


集 与 D 相交 , 于 是 R{PsP : P 站 Dz 人 @}. 由 于 D 是 可 数 集 且 姑 是 点 可 数 


960]) 空 间 X 具有 点 可 数 基 当 


仅 当 X 是 可 度量 化 
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E 间 


的 开 s 


映 象 . 


证 明 设 空间 六 具有 点 可 数 基 Pp, 让 (人 M, X, 妃 是 Ponomarev 系 ,由 引 理 3.3.1,f:M 一 XX 


是 开 s 映射 反之 , 设 存 在 可 度量 化 空间 M 和 开 s 映射 fM ->X. 由 于 M 是 可 度量 化 空间 , 由 


Bing-Nagata-Smimov 度量 化 定理 (定理 2.3.3), 设 吕 是 M 的 0 局 部 有 限 基 , 令 ZZ-f( 允 . 因为 f 


是 开 映 射 ， 所 以 妖 是 空间 X 的 基 ， 又 因为 了 是 s 映射, 对 于 每 一 ye Y, 全 (9) 是 M 的 可 分 子 


室 间 , 由 引 理 3.3.3, 仅 有 多 中 可 数 个 元 与 f”(y) 相 交 , 即 y 仅 属 于 隐 中 可 数 个 元 , 从 而 必 是 


X 的 点 可 数 基 .上 
上 述 证 明 表明 开 s 映射 保持 具有 点 可 数 基 性 质 . 这 一 结果 对 于 可 数 双 商 s 映射 也 是 成 立 
的 (定理 3.3.8)， 下 面 讨论 度量 空间 的 可 数 双 商 s 映 象 . 先 引 用 与 选择 公理 等 价 的 Zorn“ 引 理 . 
引 理 3.3.6 (Zorn 引 理 [1935]) 如 果 偏 序 集 X 的 每 一 链 都 有 上 界 , 则 X 具有 极 大 元 . 国 


设 A 是 空间 X 的 子 集 , X 的 子 集 族 F 称 为 A 的 极 小 内 部 覆盖 (minimal interior covering)， 


若 UF 是 A 在 X 中 的 邻 域 , 但 对 于 每 一 FeF,AZ(U (FN{F})". 


引 理 3.3.7 (Burke, Michael[1972]) 设 空间 六 具有 点 可 数 集 族 必 满足 : 对 于 每 一 xeX 及 


x 在 XX 中 的 邻 域 U, 存在 了 的 有 限 子 集 F 使 得 xe 门 F,xe (UU " 且 UFcU, 则 X 有 具有 点 可 


数 基 . 
证 明 令 D={FcP:F 是 必 的 有 限 子 集 }. 


(7.DX 是 第 一 可 数 空间 . 


对 于 每 一 xeX, 罗 吕 ,={(UU)”: Fe D,xe 由 7 且 xe (UD ), 则 2B, 是 x 在 X 中 的 


可 数 邻 域 基 ,， 所 以 XX 是 第 一 可 数 空间 . 


对 于 每 一 Fe DD, 置 AHF)={HCX : F 是 旦 的 极 小 内 部 覆盖 }, V(F)=(U (HD 站 刀 )“， 


{VV(F :FED). 


(7.2)V 是 XX 的 基 . 


对 于 每 一 xeX 及 x 在 X 中 的 邻 域 U, 存在 Fe 中 使 得 xs(U CU. 不 妨 设 了 是 {x} 


的 极 小 内 部 覆盖 . 取 Be 中 使 得 xe 门 B xe (UU 避 " 且 UBc(UD'. 若 BeB 那么 F 是 B 


的 极 小 内 部 覆 新 , 即 B eH), 于 是 (UU 妃 " cCV( 妨 , 从 而 xeV(CU. 所 以 VY 是 X 的 基 . 


4 德国 数学 家 M. Zorn(1906-1993)， 他 是 奥地利 数学 家 E. Artin(1898-1962) 的 学 生 . 
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(7.3)V 是 X 的 点 可 数 集 族 . 


对 于 每 一 KEX, 若 xEV(F， 则 存在 AsZ 劝 门人 尼 使 得 xseA， 而 x 仅 属于 忆 的 可 数 个 元 ， 
所 以 为 了 证 明 x 仅 属 于 乡 的 可 数 个 元 ， 只 须 证 明 

(7.4) 对 于 ACX， 仅 有 可 数 个 Fe @ 使 得 AeA). 

若 不 然 , 则 存在 不 可 数 个 Fe 中 使 得 As IF), 由 于 中 =U jn {FcP : | 下 n}, 存在 
meN 和 中 的 不 可 数 子 集 中 ' 使 得 当 Fe 中 :时 有 | 有 =m 且 AsH3F). 由 Zorn 引 理 , 设 M 是 允 


的 满足 对 于 不 可 数 个 Fe 中 :有 MMS 23F 的 极 大 子 集 , 则 0<|M<m. 令 ®@”={Fe 中 :MC2F}， 


则 加 ”是 不 可 数 的 且 AC(CUM)  , 取 定 yeAN(U 功 ", 则 有 ye XX\UM， 由 (07.1), 存在 X 


入 UK 中 的 序列 工 收敛 于 y, 从 而 ye L. 对 于 每 一 Fe 四” 由 了 


LI(UDzYG, 


Pe 了 PP 使 得 P 与 机 


日 交 | 


于 是 工 与 了 
且 四 "中 有 不 可 数 个 元 含有 P 这 时 Pg 


综 - 


定理 3.3.8 
证 明 


3.3.3, 必 是 空间 站 的 点 可 数 集 族 . 对 于 每 一 yeY 及 y 在 站 


有 MU {P}, 这 与 的 极 大 怕 


E 相 了 矛盾. 故 (7.4) 成 立 . 


上 所 述 , V 是 空间 X 的 点 可 数 基 . 目 
(Filippov[1968]) 可 数 双 商 的 s 映射 保 持 具 有 点 可 数 基 性 质 . 


设 空间 X 具有 点 可 数 基 B, 让 fX 一 Y 是 可 


中 的 某 些 元 相交 . 由 于 


FF 的 点 可 数 司 


F ysAcC(U 刀 ， 所 以 
E 及 加 ”的 不 可 数 性 , 存在 


在 中 "中 有 不 可 数 个 元 会 


数 双 商 s 


相交 , 由 是 s 映射 及 引 到 


pA 


”使 


UFcU. 由 引 理 3.3.7,Y 
因为 开 映 射 是 可 数 双 
推论 3.3.9 

为 了 讨论 度 


EL 
旦 容 


间 的 


空间 X 具有 点 可 数 基 当 


EE 3.3.3, 多 是 可 数 的 ， 叉 1 


具有 点 可 数 基 . 国 
商 映 射 ，1 


定 到 


8 3.3.8 和 定理 3.3.5 有 1 


于 f 是 可 数 双 商 


导 yef(UB'")" Cf(UB)cU. 置 并 KG), 则 F 是 允 的 有 限 子 集 ,ye 门 F,ye(UD "| 


站 述 


映射 . 令 Zf(B). 由 引 理 


的 邻 域 U， 那么 f -1() cf (UU), 


于 多 是 X 的 基 , 存在 有 的 子 集合 使 得 fcUScf-I(U), 不 妨 设 吕 的 每 一 元 与 f(y) 


映射 ， 存在 多 的 有 限 子 集 


日 


E 论 . 


商 s 映 象 (83.5) 和 


提炼 . 引 到 


内 部 覆盖 . 这 一 结论 的 证 明 利用 了 引 到 


数 
引 


空间 时 , 使 用 


理 3.3.7 的 所 


下 


是 受到 Miggenko 引 | 到 
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仅 当 X 是 可 度量 化 空间 


的 可 数 双 商 的 s 映 象 . 国 


六 映 象 (83.6) 的 需要 ， 下 再 
8 3.3.7 的 (7.4) 表 明 : 对 于 XX 的 子 集 A, 仅 有 可 数 个 由 允 的 元 组 成 的 A 的 有 限 极 小 
E 3.3.7 的 (7.1D): 和 是 第 一 可 数 空间 . 当 XX 未 必 是 第 一 可 
如 下 定义 的 极 小 覆盖 ， 可 获得 与 (7.4) 相 类 比 的 Miggenko 引 理 . 从 发 展 过 程 看 ， 


的 启发 . Miggenko 引 理 


| 三 内 
全 


对 引 | 到 行 适当 的 


E83.3.7 进 


= 


处 理 点 可 数 履 盖 的 习 


E 要 


入 {F} 不 是 A 的 履 盖 . 


引 理 3.3.10 (Mienko 引 理 [1962]) 如 果 允 是 空间 X 的 点 可 数 集 族 , 那么 X 的 每 一 子 纪 


具 , 它 的 叙述 形式 及 证 明 方法 以 后 还 将 多 次 使 用 (如 练习 3.3.5， 引 理 3.5.3)， 对 于 空间 X 的 子 


集 A, X 的 子 集 族 F 称 为 A 的 极 小 覆盖 (minimal covering), 若 隐 履 盖 A, 但 对 于 每 一 Fe F,F 


A 


仅 有 可 数 个 由 允 的 元 组 成 的 有 限 极 小 覆盖 . 


证 明 设 A 是 空间 X 的 子 集 且 { 刀 。}。。 是 由 允 的 元 组 成 的 A 的 有 限 极 小 覆盖 全 体 . 若 


引 理 不 成 立 则 存在 ne 使 得 集 族 四 ={P. : a e 人 , |P, Fnj 是 不 可 数 的 . 对 于 每 一 PE 也 


邻 DCP)={P, es 中 :PeP,}. 取 定 xjsA, 则 @=U{fG@CO):xiesPeP}. 由 于 了 必 是 点 可 数 


的 ， 于 是 存在 PE 多 使 得 x， EP 有 日 |) 是 不 可 数 的 . 若 n=1， 则 @®@D EL, 矛盾 ， 故 n>1. 


PeP,), 则 @(P1)=U{@(P1,P 了 ) :x, ePeP}. 因此 , 存在 Pe 了 Pp 使 得 x,eP,,P,zP 且 


于 中 ,) 的 每 一 元 是 A 的 极 小 覆盖 , 故 存在 x, eAN\P. 令 (Pj, P)={Pues 中 Pi) : 


中 (P,,P,) 是 不 可 数 的. 继续 上 述 过 程 ,可 得 到 点 集 {x ,}。 及 集 族 {P,} ,满足 : 每 一 


xi EP;eP 当 iz#jsn 时 P,P; 且 (Pi1,P,,…,P,) 是 不 可 数 的 , 但 是 |® (Pi, P,，,.…， 


P, )E1, 矛盾 . 因此 仪 有 可 数 个 由 允 的 元 组 成 的 A 的 有 限 极 小 履 盖 . 国 


A. Mistenko(A. MeHko)[1962] 利 ) 


4 引 理 3.3.10 证 明了 具有 点 可 数 基 的 紧 空间 是 可 度 


述 推广 . 


对 于 X 的 每 一 紧 子 集 K 及 在 XX 中 的 邻 :1 


若 k 网 络 必 的 每 一 元 是 空间 X 的 闭 集 ， 则 称 必 是 XX 的 闭 k 网 络 (closed k-network). 


量化 空间 (推论 3.3.13). 事实 上 ,可 获得 较 深刻 的 度量 化 定理 3.3.12. 为 此 , 对 基 的 概念 做 下 


定义 3.3.11 (OMeara[1971]) 设 是 空间 XX 的 子 集 族 .PP 称 为 X 的 k 网 络 (k-network)， 若 


域 U, 存在 的 有 限 子 集 使 得 Kc UFcU. 


车 义 是 正则 空间 , Pp 是 六 的 k 网 络 , 则 PP 是 X 的 闭 k 网 络 . 显然 ,空间 XX 的 基 是 义 的 k 


网 络 , X 的 k 网 络 是 X 的 网 络 . 已 知 具 有 可 数 网 络 的 紧 空 间 是 可 度量 化 空间 (定理 2.3.7). 集 
族 的 点 可 数 性 是 可 数 性 的 一 般 化 . 每 一 空间 都 具有 点 可 数 的 网 络 ， 所 以 并 非 每 一 具有 点 可 数 


网 络 的 紧 空间 是 可 度量 化 空间 ( 例 3.1.4), 但 是 下 述 定理 表明 具有 点 可 数 k 网 络 的 空间 在 度量 


化 问题 中 充当 了 重要 的 角色 . 
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定理 3.3.12 (Gruenhage, Michael”, Tanaka[1984]) 具 有 点 可 数 K 网 络 的 紧 空 间 是 可 度量 
化 空间 . 


证 明 设 X 是 具有 点 可 数 k 网 络 必 的 紧 空 间 , 则 X 是 正则 空间 . 让 PP :=U{FcP : F 


是 X 的 有 限 的 极 小 覆盖 }, B={(U”: 了 是 PP "的 有 限 子 集 }. 由 Mistenko 引 理 ,多 是 可 数 的 . 


往 证 多 是 X 的 基 . 对 于 每 一 xeX 及 x 在 X 中 的 邻 域 U， 存在 X 的 开 集 V 使 得 xeVCV TU 


因为 V 是 X 的 紧 子 集 且 PP 是 义 的 k 网 络 , 存在 PP 的 有 限 子 集 多 使 得 V 二 UF 二 U, 于 是 存 


在 多 的 子 集 这 "使 得 VC UF*CU 且 多 :是 V 的 极 小 覆盖 . 对 于 每 一 He 多 存在 xy EV 


NU(GF'N{H)D, 于 是 xueH. 令 C={xa :He 外 则 X 的 紧 子 集 XNVCXNC， 从 而 又 


存在 了 的 有 限 子 集 这 "使 得 XNV C UZH”CXNC. 让 了 ZHUZH” 则 匈 是 X 的 有 限 履 盖 ， 


于 是 存在 多 的 子 集 乡 是 X 的 极 小 履 盖 . 如 果 He 有 多, 则 五 是 多 中 含有 xn 的 唯一 元 于 是 


HegG, 从 而 多 'CGCP : 且 xesVS(UZH ) CU, 所 以 如 是 和 的 基 . 故 X 是 具有 可 数 基 的 


正则 空间 , 由 Urysohn 度量 化 定理 (推论 2.3.4), X 是 可 度量 化 空间 . 目 


推论 3.3.13 (Miggenko[1962]) 具有 点 可 数 基 的 紧 空 间 是 可 度量 化 空间 . 量 
推论 3.3.14 ” (Filippov[1968]) 逆 紧 映 射 保持 点 可 数 基 性 质 . 
证 明 设 X 是 具有 点 可 数 基 的 空间 且 fX ->Y 是 道 紧 映 射 . 由 引 理 2.4.13,f 是 可 数 双 商 


映射 . 对 于 每 一 yeY,f 1 (y) 是 X 的 具有 点 可 数 基 的 紧 子 空间 ， 所 以 全 (g) 是 可 度量 化 的 紧 子 


空间 , 于 是 f(y) 是 X 的 可 分 子 空间 . 从 而 f 是 s 映射 . 由 定理 3.3.8, Y 具有 点 可 数 基 . 国 


练习 


3.3.1 设 天 {F,}，eN 是 空间 X 的 递减 的 集 列 且 xsF,(VneN). 证 明 : (1) F 是 x 在 X 


中 的 网 络 当 且 仅 当 若 序列 {x } 使 得 每 一 x。sF，， 则 fx 。} 收 伊 于 xs; (2) 车 F 是 x 在 X 中 的 


网 络 , 或 者 每 一 下 , 是 无 限 集 , 或 者 存在 ne N 使 得 F , 是 单 点 集 . 


3.3.2 ” 设 fX 一 站 是 紧 履 盖 上 映射 (定义 2.4.8). 车 必 是 空间 XX 的 k 网 络 ， 则 f( 妃 是 空间 YY 


的 k 网 络 . 


” G. Gruenhage 是 C. Borges 的 学 生 , 而 C. Borges 是 E. Michael 的 学 生 . 


109 


3.3.3 证 明 : 具有 点 可 数 k 网 络 的 空间 是 序列 空间 . 
3.3.4 直接 用 Migeenko 引 理 证 明 : 具有 点 可 数 基 的 紧 空间 是 可 度量 化 空间 . 
3.3.5 设 A 是 空间 X 的 子 集 ,X 的 子 集 族 F 称 为 A 的 极 小 sn 覆盖 (minimal sn-covering)， 
若 UF 是 A 中 每 一 点 的 序列 邻 域 , 但 对 于 每 一 FeF,U (FN{F) 不 是 A 中 某 点 的 序列 邻 域 . 
明 : 空间 X 的 每 一 子 集 仅 有 可 数 个 由 允 的 元 组 成 的 有 限 


如 果 姑 是 空间 X 的 点 可 数 集 族 , 证 


的 极 小 sn 覆盖 ( 敬 鹏 飞 ， 林 寿 [1999a]). 
3.3.6 设 X 是 正则 的 k 空间 . 若 X 有 点 可 数 集 族 姑 满足 : 对 于 每 一 xeX 及 xx 在 X 中 的 
UFcU, 则 X 具有 点 可 数 基 (Burke， 


邻 域 U, 存在 PF 的 有 限 子 集 F 使 得 xe(U 人 DD” 


Michael[1976]). 
证 明 : 上 共有 点 可 数 基 的 局 部 紧 空 间 是 可 度量 化 空间 . 


具有 点 可 数 k 网 络 的 局 部 紧 空 间 是 可 度量 化 空间 . 


3.3.7 
3.3.8 证 明 : 
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§ 3.4 


基于 道 紧 映射 是 k 映射 (练习 1.6.4， 定 理 1.3.6) 这 


紧 覆 盖 映 射 的 概念 (定义 2.4.8). 逆 紧 映射 保持 可 度量 性 ( 定 天 


有 怎样 的 内 在 刻画 ? 本 节 将 首先 介绍 1973 生 


类 与 紧 覆 盖 映 射 相关 的 映射 类 . 


定理 3.4.1 (Michael, Nagami[1973]) 空 间 X 是 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 映 象 当 上 


紧 子 集 可 度量 化 . 


每 


二 时 


紧 履 盖 映 象 


E 要 特性 , 1964 绊 


EE 2.4.2). 度 


FE. Michael 和 K. Nagami 的 工作 ,然后 介 


证 明 设 fM 一 X 是 紧 覆 盖 映 射 ,其 中 


M 是 度量 


在 M 的 紧 子 集 L 


使 


\- 


量 空间 ， 
反之 ， 
令 M 是 X 的 覆盖 多 的 拓扑 和 ,f 是 从 M 到 X 上 的 
盖 映 射 . 故 X 是 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 映 象 . 国 
引 理 3.4.2 


三 


里 


度 所 以 K 是 度量 空间 . 


是 


所 


公 个 


间 X 的 每 


证 明 对 了 


紧 覆 盖 映 射 , 存在 X 的 紧 子 集 


fLPmf 一 CD)=KmEF 是 立 的 紧 子 集 ,， 因 


PR 


空间 ,是 Y 的 闭 集 . 故 f 是 商 映 射 .上 
由 引 理 3.2.1( 引 到 


TT 


E 3.2.7， 引 理 2.4.15) 和 引 | 到 


L 使 得 f(L)=K. 这 


3.4.2( 引 | 到 


得 KD)=K. 由 于 工 的 紧 性 及 推论 1.1.9, fi 江 一 玉 是 逆 紧 映射 ， 又 | 


三 | 
EE 


间 . 对 于 和 的 每 一 


EE. Michael 引入 了 
空间 的 紧 履 盖 映 象 
儿 


L 仅 当 X 的 


非 空 紧 子 集 K, 存 


所 二 


紧 子 集 是 可 度量 化 的 . 让 及 是 X 的 全 体 非 空 紧 子 集 组 成 的 集 族 . 


自然 映射 ， 则 M 是 可 度 


F 空 间 Y 的 子 集 E 设 f7 (是 久 的 闭 集 . 对 于 YY 的 每 一 紧 子 集 K， 


为 Y 是 T, 空间 , 所 以 KNF 是 的 闭 集 . 由 于 六 


3.2.6，3 引 理 3. 


< 


推论 3.4.3 
紧 子 集 可 度 


量化 的 序列 (Fréchet, 强 Fréchet) 空 间 . 
在 每 一 紧 子 集 是 第 一 可 数 的 空间 中 , k 名 


明 如 下 : 设 k 空 紧 子 集 是 第 


每 


四. 生生 


态 朱 


I 


3 


5 间 X 是 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 的 商 ( 伪 开 


间 , 若 F 是 X 的 序列 闭 身 


， 可 数 双 商 ) 


时 工 门 fT 是 X 的 紧 子 集 , 村 


里 


化 空间 ,f 是 紧 覆 


设 fX 一 站 是 紧 履 盖 映 射 . 知 Y 是 k 空间 ， 则 f 是 商 映 里. 


由 于 上 了 


Pa 


是 


三 


在 k 


2.9), 有 下 述 推 论 . 
映 象 当量 仅 当 XX 


| 
征 


空间 条 件 与 序列 空间 条 件 是 等 价 的 . 这 一 结论 证 


攻 对 于 X 的 任 一 紧 


E 间 X 的 每 
子 集 K, 由 引 理 3.1.1, F 门 K 是 K 的 序列 闭 集 , 1 


于 KK 是 第 一 可 数 的 ， 所 以 K 的 


序列 闭 集 F 门 K 


和信 


信人， 


而 X 是 k 空间 , 故 F 是 X 的 闭 集 ， 基 


可 换 为 k 空间 条 件 . 


F5 


是 的 闭 
序列 空间 条 人 
为 了 获得 度量 空间 的 紧 履 盖 的 开 映 象 的 内 在 刻画 


映 象 的 内 在 特征 做 准备 , 引入 cfp 覆盖 的 概念 . 
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而 X 是 序列 空间 . 这 表明 推论 3.4.3 中 的 


， 同 时 也 为 了 $3.5 寻求 度量 空间 的 商 s 


定义 3.4.4 ( 燕 鹏 飞 [1997J) 设 天 是 空间 X 的 子 集 . F 称 为 K 的 cfp 履 亲 (cfp-covering)， 若 
FF 是 玉 在 X 中 的 (有 限 ) 覆 盖 且 被 K 的 闭 集 组 成 的 有 限 履 盖 精 确 加 细 . 

( 刘 川 ， 戴 牧民 [1996]) 设 姑 是 空间 X 的 子 集 族 , KK 是 X 的 子 集 . 巡 称 为 关于 开具 有 性 质 
CC, 若 阳 是 K 的 紧 子 集 ,V 是 HH 在 X 中 的 邻 域 , 则 存在 PP 的 (有 限 ) 子 集 使 得 F 是 HH 的 cfp 
履 盖 且 UZFw V. 

在 讨论 覆盖 及 精确 加 细 的 情形 下 , 约定 : cfp 覆盖 均 是 有 限 的 . cfp 意 为 “ 闭 的 有 限 分 解 ” 


引 理 3.4.5 设 (f, M, X, PP) 是 Ponomarev 系 . 知 开 是 X 的 紧 子 集 且 存在 姑 的 可 数 子 集 Pr 


关于 K 具有 性 质 CC， 则 存在 M 的 紧 子 集 工 使 得 f(L)=K. 


证 明 记 P={P,} 不 妨 设 K 是 X 的 非 空子 集 . 由 于 Pxk 是 可 数 的 , Pr 的 元 组 成 及 


QeA" 


的 cfp 徐 盖 的 全 体 是 可 数 的 , 记 为 实 {P;} jw， 其 中 每 一 必 ，={P。 } oer 被 K 的 非 空间 集 组 


成 的 有 限 履 盖 F,={F。} sr 精确 加 细 . 置 L={(Q;)e JINT :nsF，#z 弛 } 那么 


(5.D) 工 是 紧 子 集 ILs TT; 的 闭 集 ， 从 而 L 是 入 ”的 紧 子 集 . 


设 Q=(ay)e TTiwTi\L, 则 ms FE =. 由 的 紧 性 及 定理 1.1.2， 存在 i eN 使 得 


NN 了 = 全， 令 W={(PB,) ell,.n 工 ; :对 于 i<ij 有 pp， 二 Cli 上 则 W 是 [I NL: 中 含有 点 的 


开 集 且 WNI= 儿 . 所 以 工 是 II ,ssT 的 闭 集 


(52)LCM 且 fD)cC 开 . 


设 w=(oi)sL 则 站 cw FE. 关 何 , 取 定 xs 门 eN BF. 如 果 证 明了 {P。 Jien 是 x 在 X 中 


ieN ~ a; IEN -ai 


的 网 络 , 那么 a eM 日 f(Q)=xe K, 于 是 有 LCM 且 KUDcCK. 设 V 是 x 在 X 中 的 邻 域 由 


于 区 是 X 的 正则 子 室 间 , 存在 x 在 区 中 的 开 邻 域 W 使 得 W =clk (W)CcV. 因为 Pk 关于 K 


有 性 质 CC, 存在 Pi, 的 子 集 使 得 * 是 W 的 cfp 履 盖 且 U PC V 又 因为 K 的 紧 子 集 


KNW CX、\{x}, 存在 Pk 的 子 集 PP "使 得 PD "是 KNW 的 cfp 覆盖 上 且 UP "CcXN{x}. 令 


Pt=P UP” 则 人 是 的 cfp 覆盖 ,于 是 存在 ks N 使 得 P=P*. 由 于 xsF。CP。 EP， 


所 以 P。e PP 故 P。cV 从 而 P。} ,是 x 在 和 中 的 网 络 . 


(5.3) 下 一 f(D). 
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设 xeK, 对 于 每 一 je N, 存在 w, s 工 使 得 xsF。, 令 Q =(Q,;), 则 w esL 且 由 G.2) 所 证 


知 Ka )=x, 因此 玉 忆 fID). 

综 上 所 述 , 存在 M 的 紧 子 集 工 使 得 fID)=K. 国 

定义 3.4.4 中 的 性 质 CC 确保 义 的 紧 子 集 K 是 度量 空间 M 的 紧 子 集 L 的 映 象 , 即 紧 履 盖 
映 和 象 , 取 名 CC 意 为 “ 紧 覆 盖 XCompact-Covering) 的 英文 缩写 . 

E. Michael 和 K. Nagami[1973] 在 建立 度量 空间 的 紧 覆 盖 英 象 理论 中 引入 外 基 的 概念 作 


定义 3.4.6 空间 X 的 开 集 族 有 称 为 X 的 子 集 A( 在 X 中) 的 外 基 (outer base), 若 对 于 每 


一 xeA 及 x 在 X 中 的 邻 域 U, 存在 Be2B 使 得 xe BC U. 

显然 , 空间 X 的 基 是 X 的 任 一 子 集 在 X 中 的 外 基 . 对 于 空间 X 的 子 集 A， 应 注意 区 别 
下 述 三 个 不 同 的 概念 : (1) A 的 基 ; (2) A 在 X 中 的 ( 邻 域 ) 基 ; (3) A 的 外 基 . 下 述 引 理 说 明了 它 
们 之 间 的 一 种 关系 . 

引 理 3.4.7 设 K 是 空间 X 的 可 度量 化 的 紧 子 集 . 若 K 在 X 中 具有 可 数 的 邻 域 基 , 则 K 
在 X 中 具有 可 数 外 基 . 


证 明 由 于 KK 是 空间 X 的 可 度量 化 的 紧 子 集 , 由 定理 2.2.8, K 具有 可 数 基 . 设 {U , } ,jn 


是 K 的 可 数 基 , {V, },n 是 K 在 X 中 的 可 数 开 邻 域 基 . 令 A={{n, mjeN”: Un CU,】. 对 


于 ,meAXN, 由 于 Un CU,, 于 是 Un 门 (KNU,)= 名 ,因为 Un 和 KNU ,都 是 T, 空 


间 X 的 紧 子 集 ， 由 定理 1.1.4, 存在 X 的 开 集 U ,使 得 Un CU CU CXN(KNU,), 


置 Wo m k)=U ,人间 V. 形 如 上 述 Wn, m, 区 的 集合 的 有 限 交 全 体 组 成 的 X 的 开 集 族 记 为 


FY, 则 学 是 可 数 的 . 往 证 匈 是 玉 在 X 中 的 外 基 . 


对 于 每 一 peK 及 p 在 X 中 的 开 邻 域 U, 定义 B={fweAxN :peW(a)), 


H(P=N {W(a): a eF},FCB. 


设 不 存在 B 的 有 限 子 集 F 使 得 H(F)cCU, 取 p(F)e H(FPNU. 置 Q(F)={p(F):FP 是 B 的 


有 限 子 集 且 FcF}, 则 Unaom= 儿 且 开 站 QOD zz 名， 否则, 存在 ke N 使 得 


Vi mnQG = 人 , 由 KK 的 正则 性 及 {U, } ,wn 是 的 基 , 存在 m, m)e N? 使 得 pe Um CU,. 


记 Q=(n,m,k),F=FU{Q), 则 aeB 且 p(F)eW(a) 门 QB)CV, 仆 Q(F)=@, 矛盾 . 
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显然 , 车 F, CF,, 则 QG)>QG，) 因此 {K 门 Q(F) :F 是 B 的 有 限 子 集 } 具 有 有 限 交 


性 质 , 由 KK 的 紧 性 , KN (Nm{ Q(E) :F 是 B 的 有 限 子 集 } 关 多. 另 一 方面 , 对 于 xeKNNPp}， 再 


N| 


二 


K 的 正则 性 , 存在 ao, me N? 使 得 peU ,Cc Un cU，cKNNxj, 于 是 Umm CXN(K、 


U cxXNxj, 取 定 ke N, 让 Qa =(n, m, k), 那么 a eB 且 xe Unm, 而 Q( cj)={pGE) : FF' 


是 B 的 有 限 子 集 且 w seF}c HHc )D=WoJ)cScUn， 于 是 xe Qtcohj， 因 此 区 和 个 


{pp 由 (Nn {QE) :F 是 B 的 有 限 子 集 }= 名 . 这 时 门 {K 门 QGE) :F 是 B 的 有 限 子 集 }={p} c U. 


再 由 开 的 紧 性 , 存在 B 的 有 限 子 集 F 使 得 pe KN Q(F) CU( 练 习 1.1.2), 从 而 UQ = 2， 


矛盾 . 


因此 存在 B 的 有 限 子 集 F 使 得 H(F) CU. 故 多 是 开 在 X 中 的 外 基 , 所 以 K 在 XX 中 具 


引 理 3.4.8 


有 可 数 外 基 . 目 


证 明 


设 K 是 空间 X 的 子 集 . 若 如 是 K 的 外 基 , 则 台 关 于 K 上 共有 性 质 CC. 


设 H 是 K 的 紧 子 集 ,V 是 H 在 X 中 的 领域 . 若 xeH 存在 Be2B 使 得 xeB ,CCV, 


开 柳 盖 ， 所 以 它 存在 有 限 的 子 覆 盖 {V ,|} 


是 {B 。} ,的 精确 加 细 . 


由 于 也 的 正则 性 , 存在 了 H 的 开 集 V ,使 得 xeV ,VcB,. 于 是 {V ,} ,是 紧 子 集 H 的 


> 从 而 H=U ;, Vv CU,,B CY, 


i 


i<n 


故 如 关于 K 具 有 性 质 CC. 甫 


定理 3.4.9 (Michael Nagami[1973]) 空 间 X 是 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 的 开 映 象 当 且 仅 当 


X 的 每 


证 明 


集 可 度量 化 . 设 K 是 X 的 紧 子 集 ， 


中 具有 


反之 , 设 空间 X 的 每 一 紧 子 身 


集 K， 


系 , | 


由 


空间 X 的 第 一 可 数 的 基 ， 且 由 引 理 


引 | 理 


下 面 两 个 例子 将 说 明定 天 


紧 子 集 可 度量 化 量 在 XX 


FP 具有 可 数 令 域 基 . 


设 存在 可 度量 化 空间 M 和 紧 履 盖 的 开 映 射 fM 一 >X， 由 定理 3.4.1, X 的 每 一 紧 子 


则 存在 M 的 紧 子 集 工 使 得 f(L)=K. 由 定理 2.3.13, 在 M 


可 数 邻 域 基 {V, } ,wn， 而 f 是 开 映 射 , 于 是 {f(V ,)}) ,an 是 KK 在 X 中 的 可 数 邻 域 基 . 


可 度量 化 且 在 X 中 具有 可 数 邻 域 基 . 对 于 X 的 每 一 紧 子 


理 3.4.7, K 在 X 中 具有 


可 数 外 基 Ppk. 令 人 居 UIPkK :KK 是 X 的 紧 子 集 }, 则 了 P 是 


3.4.8, Pk 关于 KK 具有 性 质 CC. 设 (f, M, X, 妃 是 Ponomarev 


3.3.1 和 引 理 3.4.5,f 是 紧 履 盖 的 开 英 射 . 故 X 是 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 的 开 映 象 . 


3.4.9 中 的 两 个 条 件 是 相互 独立 的 . Ponomarev 定理 (定理 3.3.2) 


114 


表明 度量 空间 的 开 映 象 精确 为 第 一 可 数 空 间 . 对 照 推论 3.4.3 和 定理 3.4.9， 下 述 例子 说 明 每 
紧 子 集 可 度量 化 的 第 一 可 数 空间 未 必 是 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 的 开 映 象 . 
例 3.4.10 ” 蝶 形 空间 X( 例 3.2.11). 


(1) 紧 子 集 可 度量 化 的 第 一 可 数 空间 ; 


(2) 紧 子 集 IX{0} 在 X 中 不 具有 可 数 的 邻 域 基 . 


例 3.2.11 已 说 明正 则 的 第 一 可 数 空间 X 的 紧 子 集 IX {0} 在 X 中 不 具有 可 数 的 邻 域 基 . 为 


了 证 明 X 的 每 一 紧 子 集 可 度量 化 ， 由 定理 2.3.7, 只 须 证明 X 具有 可 数 网 络 . 由 于 X 的 子 空 


间 及 X{0} 和 XN(RX1{0})) 都 有 具有 欧 几 里 得 拓扑 , 设 必 和 FF 分 别 是 它们 的 可 数 基 ,那么 PUF 


是 X 的 可 数 网 络 . 目 
下 述 例子 表明 空间 X 的 每 一 紧 子 集 具 有 可 数 邻 域 基 并 不 列 含 X 的 紧 子 集 自 身 具 有 可 数 


基 . 
例 3.4.11 Alexandroff 双 圆 空间 X(Engelking[1989]). 
(1) 不 可 度量 化 的 紧 空 间 ; 
(2) 每 一 紧 子 集 在 X 中 具有 可 数 邻 域 基 . 


对 于 i=1 2, 记 C,={(x, eRR”:x?+y” =i}. 取 X=CjUC,. 从 点 (0, 0) 出 发 经 C| 到 C， 


的 投影 映射 记 为 p:C 一 C，. 在 X 上 赋予 Alexandroff 双 圆 拓扑 (Alexandroff's double circles 


topology): 对 于 zeX, 若 zeC,, 则 z 是 X 的 孤立 点 ; 若 zsCj,z 在 X 中 的 邻 域 基 元 形 如 


V ;Up(V AN{z), 其 中 je N, V ;是 Ci 的 中 心 在 z, 弧 长 为 Wi 的 开 圆 弧 . 空间 X 称 为 


Alexandroff 双 圆 空间 (AlexandroffS double circles 


Space). 


(1) X 是 不 可 度量 化 的 紧 空间 . 由 于 X 的 子 空 


间 C1 其 有 欧 几 里 得 拓扑 ， 所 以 C1 是 XX 的 紧 子 集 . 


对 于 X 的 由 邻 域 基 元 组 成 的 开 覆 盖 W 由 C 的 紧 


性 , 存在 的 有 限 子 集 UY 覆盖 C,, 于 是 XU 


是 有 限 集 ， 所 以 UY 存在 有 限 子 覆盖 ， 从 而 X 是 紧 


到 Alexandroff 双 圆 拓扑 


空间 . 由 于 {{x} : XxeC, } 和 是 X 的 互 不 相交 的 不 可 


数 的 开 集 族 ， 


(2) X 的 每 一 
K,=KNC 


的 构成 K 的 有 限 履 盖 的 全 


i<k, }, 


中 每 一 V(x 


{xw } DUK, 


对 于 K 在 XX 中 的 任 一 


VCOUPCVGCO NN{xDcU. 由 KK| 的 紧 性 ， 


紧 子 集 在 X 中 具有 可 数 邻 域 基 . 对 于 和 X 的 任 一 非 空 


于 是 XX 不 满足 可 数 链条 件 , 所 以 X 不 是 可 度量 化 空间 (定理 2.2.8). 


紧 子 集 K, 置 
， 直 


2. 不 妨 设 Ki 二 所 . 设 PP 是 紧 度量 空间 C1 的 由 一 些 开 圆 弧 组 成 的 可 


,)) 是 C; 的 中 心 在 x ;的 开 


. 往 证 {U，}N 是 天 在 X 中 的 邻 域 基 . 显然 , 每 一 U, 是 X 的 开 


邻 域 U, 当 xe | 时 ,存在 Ci 的 中 心 在 x 的 开 医 


{xw DcU, 从 而 KcU, 一. 国 


注 例 3.4.11Q2) 是 错误 的 , 用 Alexandroff 双 箭 空 
为 了 以 后 更 进 一 


射 的 几 种 推广 . 


定义 3.4.12 


Michael, Tanaka[1984]), 若 立 的 每 


步 讨 论 可 度量 化 空间 的 商 映 象 的 需 


问 


存在 ne N 使 得 Ki CU it V(X 


KI,=KNC,, 
数 基 , 让 PP 
体 记 为 {F, } en. 对 于 每 一 ne N, 有 k, € N 使 得 F, ={V(x,;) : 
弧 , 置 U, =(U ja VG UPp(VG, ) NN 
时 昌 KCU,. 
孤 V(x) 使 得 


i) Up(VG ,i N 


间 代替 例 3.4.11, 则 (1), (2 成 立 . 
要 ,本 节 的 第 二 部 分 介绍 紧 履 盖 映 
设 映 射 fX 一 站 f 称 为 序列 履 盖 映射 (equence-covering mapping; Gruenhage， 


一 含 极限 点 的 收敛 序列 是 XX 的 某 一 紧 子 集 在 f 的 映 象 .f 称 


为 序列 商 映 射 (sequentially quotient mapping; Boone, Siwiec[1976]), 若 S 是 的 收敛 序列 ， 则 


存在 X 的 收敛 序列 了 


使 得 f(T) 是 S 的 子 序列 . 


显然 , 紧 履 盖 映 射 是 序列 覆盖 映射 . 下 述 充 要 条 件 说 明 与 商 映 射 对 比 , 把 3.4.12 定义 的 
映射 称 为 序列 商 映 射 是 合适 的 . 


引 理 3.4.13 (Boone' 


f (BB) 是 XX 的 序列 闭 集 ， 则 F 是 Y 的 序列 闭 集 . 


证 明 


y， 则 存在 X 的 收敛 序列 使 得 f(T) 是 $ 的 子 序列 , 设 序列 TT 在 X 中 收敛 于 x, 忆 


设 f 是 序列 商 映 射 且 f7 (B) 是 X 


于 SCE, 


反之 , 设 f 不 是 序列 商 映 射 ， 则 存在 Y 中 收敛 于 某 点 y 的 序列 {y,} 不 满足 定义 3.4.12 中 


于 是 Tcf 1(F), | 


引 理 3.1.1, x ef (F), 


4 J R. Boone 是 日 


本 数学 家 H. Tamano( 玉 野 久 弘 ) 的 学 生 . 


116 


8，Siwiec[1976]) 设 映射 fX -> 立 那么 人 是 序列 商 映 射 当 且 仅 当 若 


的 序列 闭 集 . 如 果 下 的 序列 S 在 Y 


收敛 于 点 


hb 么 fox)=y. 由 


因此 ysE 故 F 是 Y 的 序列 闭 集 . 


对 序列 商 映射 的 要 求 . 不 妨 设 所 有 的 y ,zy 让 F={y，: neN}. 如 果 {x; } 是 f:(B) 中 的 序列 


且 在 多 中 {x;} 收 仑 于 x, 那么 xgf 1(y)， 于 是 xef 1(F), 所 以 f7 (是 XX 的 序列 闭 集 , 但 是 


F 不 是 Y 的 序列 闭 集 . 国 


引 理 3.4.14 ” 设 映 射 fX 一 六 . 


(1) 若 X 是 序列 空间 ,f 是 商 映 射 , 则 f 是 序列 商 映 射 ; 


(2) 若 Y 是 序列 空间 ,f 是 序列 覆盖 或 序列 商 有 映射， 则 上 是 商 映 射 . 


证 明 (1) 设 f-1(F) 是 X 的 序列 闭 集 ， 由 于 XX 是 序列 空间 , 所 以 f-1) 是 X 的 闭 集 , 而 f 


是 商 映 射 , 于 是 F 是 YY 的 闭 集 从 而 Ff 是 的 序列 闭 集 . 由 引 理 3.4.13,f 是 序列 商 映 射 . 
(2) 设 f 是 序列 覆盖 映射 或 序列 商 映 射 , 则 f 具 有 性 质 (*): 若 S 是 立 的 含 极限 点 的 收敛 


六 


序列 , 则 存在 X 的 紧 子 集 工 使 得 f(D) 是 S 的 子 序列 . 设 FCY 使 得 全 (EF) 是 X 的 闭 集 . 若 | 


F 中 点 组 成 的 序列 {y, } 在 Y 中 收敛 于 y, 由 性 质 (*)， 则 存在 X 中 的 紧 子 集 工 使 得 f(D) 是 


{y}U {y。，: neN} 中 的 子 序列 . 不 妨 设 f{(L)={y}U {y, : ieN), 那么 对 于 每 一 ne N, 存在 


xi EL 站 f (yu)， 由 于 工 的 紧 性 ， 设 x 是 序列 {x) } 在 X 中 的 一 个 聚 点 , 则 xef “yf” CD， 


于 是 ye FF 从 而 F 是 Y 的 序列 闭 集 ， 因为 Y 是 序列 空间 ,所 以 F 是 Y 的 闭 集 . 故 { 是 商 映 射 . 
| 


下 述 引 理 次 明 在 一 定 条 件 下 序列 覆盖 映射 是 序列 商 映 射 , 如 度量 空间 上 的 序列 覆盖 映 
射 是 序列 商 映 射 . 
引 理 3.4.15 设 空 间 X 的 每 一 紧 子 集 是 序列 紧 的 . 若 fX 一 Y 是 序列 覆盖 映射 , 则 了 f 是 


序列 商 映射 . 


地 


证 明 设 {y,} 是 空间 Y 中 的 收敛 于 某 点 y 的 序列 , 则 存在 空间 X 的 紧 子 集 L 使 得 


f0)={y}U {y,，:ne N}. 对 于 每 一 ne N, 取 定 x, ef 1(y, ) 门 L， 因为 工 是 序列 紧 的 ， 所 以 序 


列 [x } 存 在 收敛 的 子 序 列 {xk。}, 于 是 {f(x} 是 {y, } 的 收敛 的 子 序 列 ， 从 而 f 是 序列 商 映 身 


用 
本 节 最 后 举 几 个 例子 说 明 上 述 几 类 映射 之 间 的 不 覃 含 关 系 . 为 了 说 明 序 列 商 映 射 未 必 
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是 序列 履 盖 映射 ， 先 介 乡 Gillman’’? -Jerison 空间 w (N). 


例 3.4.16 Gillman-Jerison 空间 w (N)(Gillman, Jerison[1960]). 


(1) 局 部 紧 的 可 展 空间 ; 


(2) 紧 子 集 可 度量 化 且 在 W(N) 中 具有 可 数 邻 域 基 . 


(3) 不 具有 点 可 数 基 . 


RN 的 无 限 子 集 族 双 称 为 和 的 几乎 互 不 相交 族 (almost disjoint family)， 若 台中 任 两 不 同 元 之 


交 是 NN 的 有 限 子 集 . 由 Zom 引 理 ( 引 理 3.3.6), 设 双 是 的 极 大 的 几乎 互 不 相交 族 , 则 双 是 不 


可 数 的 . 否则 ， 记 A={A, }neN. 对 于 每 一 neN, A, NU in A;=A, NU in (A NA, ) 是 无 


Wh 


限 集 , 所 以 存在 x, eA, NU ;A;. 令 C={x，: neN}, 则 C 是 N 的 无 限 子 集 且 对 于 每 


neN,CfA, 是 有 限 集 , 那么 C& 台 且 台 U{IC} 是 的 几乎 互 不 相交 族 , 这 与 台 的 极 大 性 相 了 巴 


盾 . 置 w (N=AUN. w IN) 赋 予 下 述 拓扑 称 为 Gillman-Jerison 空间 (Gillman-Jerison space): N 


的 点 是 yw (N) 的 孤立 点 ; 对 于 每 一 As 如 ,A 在 WwW(N) 中 的 邻 域 基 元 形 如 {AjU(AANABP,， 其 中 


F 是 A 的 有 限 子 集 . 
(1) Ww (NN) 是 局 部 紧 的 可 展 空 间 . 显然 ， 
w (ND 是 T, 空间 .由 于 上 述 定义 的 邻 域 基 元 是 


V (VW 


Ww (DD 的 紧 子 集 ， 所 以 w ) 是 局 部 紧 空间 ， 下 


太 | 闭 离散 子 空间 


1 面 验 证 W (N) 是 可 展 空间 . 不 妨 设 U A=N. 对 


序列 商 映射 f | 于 每 一 n E NN, 定义 BR. ={1, 2, 9 n}, 


© ee @ SI 
0 ln 1/2 1 U,={{A}U (ANF,):AeA}UI{{x} :xeF,)}, 


图 Gillman-Jerison 空间 的 映 象 


则 ZU , 是 yw (WD) 的 开 和 覆盖. 对 于 每 一 xey N), 


当 xeF, 时 有 st(x, U , )={x}， 当 xe 台 时 有 st(x， 


坟 


ZU )={x} UCNE,). 于 是 {U } 是 W (ND 的 展开 ,从 而 w (是 可 展 空间 . 


4 L. Gillman 是 波兰 数学 家 A. Tarski(1902-1983) 的 学 生 . 
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(2) 设 K 是 W (N) 的 紧 空 间 . 由 于 台 是 w (N) 的 闭 离 散 子 空间 , 所 以 KN 站 A 是 有 限 集 ， 于 


是 K 是 Wy IN) 的 可 数 集 , 而 yw QD 是 第 一 可 数 空间 ,所 以 K 具有 可 数 基 , 由 Urysohn 度量 化 定 


理 (推论 2.3.4), K 是 可 度量 化 的 . 易 验 证 ,区 在 w (TD 中 也 具有 可 数 邻 域 基 ( 练 习 3.4.2). 


(3) NN 是 y (N) 的 可 数 的 稠密 子 集 ， 所 以 yw (DD 是 可 分 空间 . 若 w NN) 有 其 有 点 可 数 基 ， 由 引 


理 3.3.3, 则 w (N) 具 有 可 数 基 , 于 是 W (N) 的 子 空 间 双 也 具有 可 数 基 . 但 是 ,是 Ww (N) 的 不 可 


数 的 闭 离 散 子 空 间 , 矛盾 . 故 w (N) 不 具有 点 可 数 基 . 


下 面 通过 空间 VCN) 说 明 : 序列 商 映射 未 必 是 序列 覆盖 映射 . 


定义 f: wy IN) 一 SS 使 得 Kyw NINN)={0} 且 每 一 fo=lm. 由 双 的 极 大 性 , 在 w (中 N 


的 任 一 无 限 子 集 有 聚 点 在 w (N)N NN 中 (练习 3.4.3)， 而 w (N) 是 第 一 可 数 空间 , 于 是 NN 中 的 每 


互 不 相同 点 组 成 的 序列 有 子 序列 收敛 于 w (N) NN 中 的 点 ,所 以 上 是 序列 商 映 射 . 但 是 f 


| 


不 是 序列 覆盖 映射 . 否则 ， 由 于 S| 是 收敛 序列 , 存在 X=y (N 的 紧 子 集 L 使 得 f(L)=S1, 于 是 


N CL， 而 N 是 X 的 稠密 子 集 , 所 以 X=L， 故 X 是 紧 空间 , 矛盾 . 从 而 { 不 是 序列 覆盖 映射 . 国 


例 3.4.17 (1) 开 映 射 未 必 是 序列 覆盖 英 射 或 序列 商 映 射 ， 


设 X={0}UN”. 对 于 每 一 n, meN, 令 


Vn, m)={(n, es N”:k>m}. 集合 X 赋 予 


如 下 拓扑 :N? 中 的 点 是 X 的 孤立 点 ; 点 0 的 


邻 域 基 元 形 如 {0}U(U ,> Va m, ))， 其 中 i 


m, EN.X 是 S,( 例 3.1.7) 的 子 空间 . 先 证 明 


X 的 紧 子 集 是 有 限 集 . 设 K 是 久 X 的 紧 子 名 
于 每 一 Vn, 1]) 是 X 的 闭 离散 子 集 ， 所 以 
Van, 1) 门 K 是 有 限 集 ， 于 是 0 不 是 的 聚 点 ， 


A 


而 N? 中 的 点 是 X 的 孤立 点 , 因此 KK 在 XX 中 没有 聚 点 , 故 K 是 X 的 有 限 子 集 . 让 Y=S1. 定 


义 上 X 一 立 使 得 KO)=0 且 每 一 fKn，m=ln， 则 下 是 开 上 映射. 由 于 XX 中 的 紧 子 集 是 有 限 集 ， 所 
以 f 不 是 序列 覆盖 映射 或 序列 商 映射 . 
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(2) 逆 紧 映射 未 必 是 序列 商 映 射 , 


考虑 正 整 数 集 N 赋 予 离散 拓扑 的 极 大 紧 化 PN( 例 1.2.8). 定义 f BN 一 SS 使 得 KBNAN 


N)={0} 且 每 一 Km=lmn， 则 了 是 映射 , 由 于 B N 是 紧 空间 ， 所 以 f 是 逆 紧 映射 . 又 由 于 BN 中 不 


存在 非 平凡 的 收敛 序列 , 于 是 f 不 是 序列 商 映 射 . 
(3) 序列 覆盖 映射 未 必 是 紧 履 盖 映 射 或 商 映 射 . 


设 Y=B N,， 空间 X 是 集合 BN 赋 予 离散 拓扑 , 则 X 是 度量 空间 . 让 fX 一 Y 是 恒 等 映 射 . 


Rg 
Wl 


于 BN 中 不 存在 非 平凡 的 收敛 序列 ， 所 以 f 是 序列 履 盖 映射 . 又 由 于 X 中 的 紧 子 集 是 有 限 


时， 于 是 了 不 是 紧 覆 盖 映 射 . 再 由 于 X 的 闭 集 N 不 是 Y 的 闭 集 ， 从 而 f 不 是 商 映 射 .和 四 


练习 


34.1 设 K 是 空间 X 的 紧 子 集 . 若 开 在 X 中 具有 可 数 外 基 , 则 KK 是 X 的 可 度量 化 的 子 


y 
Nl 


展 且 KK 在 X 中 具有 可 数 的 邻 域 基 ( 引 理 3.4.7 的 逆 命 题 ), 


3.4.2 设 X 是 第 一 可 数 空间 . 若 玉 是 X 的 可 数 的 紧 子 集 ， 证 明 :KK 在 X 中 具有 可 数 邻 域 


时 


3.4.3 对 于 Gillman-Jerison 空间 yw (N) 证 明 : (1) N 的 任 一 无 限 子 集 有 聚 点 在 w (N) NN 中 ; 


(2) Ww (N) 是 伪 紧 空间 ; (3) 例 3.4.16 定义 的 映射 f:w ( N) 一 SS 是 闭 映射 , 但 不 是 边界 紧 映 射 . 


3.4.4 证 明 : B NN 的 每 一 单 点 集 是 序列 


集 ， 从 而 B NN 不 是 序列 空间 . 


3.4.5 利用 Miggenko 引 理 证 明 : 设 空间 X 具有 点 可 数 的 财 K 网 络 , 则 X 是 可 度量 化 空 


间 的 紧 履 盖 的 s 映 象 (Michael[1977]). 


§3.5 


商 s 映 象 


本 节 介 绍 可 度量 化 空间 的 开 s 映 象 和 商 s 映 象 的 内 在 特征 . 关于 可 度量 化 空间 的 开 s 映 


象 的 刻画 , 定理 3.3.5 已 表明 这 空间 具有 点 可 数 基 ， 问题 在 于 紧 履 盖 的 开 s 映射 会 产生 怎样 新 
间 的 开 映 象 与 度量 空间 的 紧 履 盖 的 开 映 象 是 不 同 


的 信息 . 这 种 设想 是 有 必要 的 ， 因为 度量 空 


的 空间 类 . 困难 之 处 在 于 构造 合适 的 紧 履 盖 映 射 . 定理 3.4.9 已 揭示 了 民 好 的 开端 . 外 基 是 建 
六 可 度量 化 空间 上 紧 履 盖 开 映 象 的 合适 媒介 ,对 于 未 必 开 的 紧 覆 盖 映 象 的 建立 则 需要 如 下 


与 定义 3.4.4 的 性 质 CC 相关 的 cfp 网 络 . 
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定义 3.5.1 ( 燕 鹏 飞 ， 林 寿 [1999b]) 设 PP 是 空间 X 的 履 盖 . P 称 为 X 的 cfp 网 络 
(cfp-network)， 若 对 于 XX 的 每 一 紧 子 集 K 及 玉 在 和 中 的 邻 域 V 存在 PP 的 子 集 3F 使 得 是 
K 的 cfp 履 盖 且 UZFcCV. 

cfp 网 络 与 k 网 络 (定义 3.3.11) 密 切 相关 . 显然 , 空间 X 的 闭 k 网 络 是 和 的 cfp 网 络 , X 
的 cfp 网 络 是 X 的 K 网 络 . 

引 理 3.$.2 ”空间 X 的 基 是 X 的 cfp 网 络 . 

证 明 设 吕 是 空间 X 的 基 . 对 于 XX 的 紧 子 集 K 及 KK 在 X 中 的 邻 域 y, 因为 史 是 K 的 外 
引 理 3.4.8, 存在 多 的 子 集 F 使 得 F 是 K 的 cfp 覆盖 且 UFCYV. 故 如 是 X 的 cfp 网 络 . 


虹 


下 述 关于 点 可 数 集 族 的 cfp 性 质 与 著名 的 Miggenko 引 理 ( 引 理 3.3.10) 类 似 . 对 于 空间 X 
的 子 集 A, X 的 子 集 族 F3 称 为 A 的 极 小 cfp 覆盖 (minimal cfp-covering)， 若 多 是 A 的 cfp 覆盖 ， 
但 对 于 每 一 FeF, 人 NN{F} 不 是 A 的 cfp 覆盖 . 

引 理 3.5.3 〈 燕 鹏 《， 林 寿 [1999b]) 如 果 PP 是 空间 X 的 点 可 数 集 族 , 那么 X 的 每 一 紧 子 
集 仅 有 可 数 个 由 Pp 的 元 组 成 的 极 小 cfp 覆盖 . 


证 明 不 妨 设 K 是 空间 X 的 非 空 紧 子 集 且 {P, } ,a 是 由 允 的 元 组 成 的 K 的 极 小 cfp 用 


CC 


盖 全 体 . 若 引 理 不 成 立 , 则 存在 ne 使 得 集 族 四 ={P_: a e 人 ,|P, Fa] 是 不 可 数 的 . 对 于 


每 一 Pe 令 D(P)={P, es :PeP,}. 取 定 xieK, 则 DPD=U {DP(P):xiePeP}. 由 于 


姑 是 点 可 数 的 , 于 是 存在 Pe 允 使 得 x e P| 日 (P|) 是 不 可 数 的 . 车 n=1, 则 中 (P,)FL 矛 


1 悦 KK 的 闭 集 组 成 的 有 限 覆 盖 


盾 , 故 n>1. 设 中 中 ,)={Pu } oen， 其 中 每 一 Po ={P yi} i 


7 。 ={F i} ;精确 加 细 上 且 P 。 =P,， 先 证 明 { Us, F, } se 上 共有 有 限 交 性 质 ， 任 取 


【F。 }) 。A 的 有 限 了 集 (Fp } js， 则 有 Uj Fwi c Pl， 由于， 是 K 的 极 小 cfp 覆盖 ,因而 


存在 xeKN\P1 CKNU js Fpi, 故 xs 站 ev (Us Fg ii), 所 以 集 族 { Us, Fy } ccw 具有 


过 
一 3 
ba 


交 性 质 ， 由 K 的 紧 性 , 它 具 有 非 空 的 交 . 取 xy sen (UsE,) 令 DB (pj, 


实 上 , 任 取 


eal 


P)={P, ee BPI) : PeP,), 则 BCE)=U{DEPI,P):x,ePePp).s 


Po < 中 了 Pi), 由 于 x， eUse Fy 存在 2< i <n 使 得 x, EeF。 CP ,Po zPH 


Pe 四 (P1,P,). 再 由 必 的 点 可 数 性 , 存在 PeP 使 得 xe P,Ps 关 了 上 且 四 (P,,P,) 是 不 
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可 数 的 . 继续 上 述 过 程 ， 可 得 到 点 集 {x,} ;及 集 族 {P,},, 满足 : 每 一 x, eP, ePP,， 当 ij<sn 


时 P; 冯 P; 且 中 (P1,P,,…,P,) 是 不 可 数 的 , 但 是 中 人 P,P，,…,P,)F1， 矛盾 . 故 仅 有 可 数 


人 


人 的 元 组 成 的 K 的 极 小 cfp 履 羡 
引 理 3.$.4 “( 燕 鹏 飞 ， 林 寿 [1999b 


]) 设 必 是 空间 XX 的 点 可 数 的 cfp 网 络 . 知人 M, X, 凡是 


Ponomarev 系 , 则 人 是 紧 履 盖 的 s 映射 . 


证 明 设 空间 X 的 点 可 数 的 cfp 网 络 二 {P。} 。。. 由 引 理 3.3.1,fM 一 X 是 s 映射 . 由 


引 理 3.4.5, 为 了 证 明 f 是 紧 履 盖 映 射 ， 


Pk 关于 K 具有 性 质 CC. 


只 须 证 明 : 若 K 是 X 的 紧 子 集 则 存在 Pp 的 可 数 子 集 


不 妨 设 K 的 XX 的 非 空 紧 子 集 ， 由 引 理 3.5.3, 记 由 PP 的 元 组 成 K 的 极 小 cfp 覆盖 族 为 


{Pj jn; 令 Pk=U jnP,. 则 FP 的 可 数 子 集 Pk 关 于 K 具有 性 质 CC. 事实 上 , 对 于 K 的 任 


意 非 空 紧 子 集 HH 及 H 在 X 中 的 邻 域 V, 因为 K 是 X 的 紧 子 集 ， 所 以 K 是 X 的 正规 子 集 , 存 


PP' 是 cl.(W) 的 cfp 覆盖 有 是 UP’*cY. 


在 H 在 K 中 的 开 邻 域 W 使 得 cl (W)CcCV, 由 于 了 必 是 X 的 cfp 网 络 ,存在 必 的 子 集 PP 使 得 


由 于 紧 集 KNW CXNH, 又 存在 必 的 子 集 ”使 得 必 ” 


是 KNW 的 cfp 覆盖 且 UP”cXNH. 令 Pr=P 'UP” 则 Pr 是 K 的 cfp 覆盖 ,于 是 存在 


keNN 使 得 P, CF. 设 P={P, } ,被 K 的 闭 集 组 成 的 有 限 覆 盖 {K 。}。-r 精确 加 细 , 令 


F-{P,eP :K, 门 Hz 名}, 那么 F 是 再 的 cfp 履 羡 且 UFcCV. 所 以 Pk 关于 K 具 有 性 质 


CC. 


综 上 所 述 ,f 是 紧 履 盖 的 s 映射 . 国 


本 节 开 头 提出 的 疑问 回答 如 下 . 


定理 3.5.5 ” (Michael-Nagami 定 弄 
间 的 紧 覆 盖 的 开 s 映 象 . 
证 明 由 定理 3.3.5, 可 度量 化 空 


间 X 的 点 可 数 基 ,让 (人 M, X, 多 是 Ponomarev 系 ， 又 由 引 理 3.3.1, f 是 开 s 映射 , 再 由 引 理 


[1973]) 空 间 X 具有 点 可 数 基 当 且 仅 当 X 是 可 度量 化 空 


间 的 紧 覆 盖 的 开 s 映 象 共有 点 可 数 基 . 反之 , 设 吕 是 空 


3.5.2 和 引 理 3.5.4,f 是 紧 履 羡 映 射 . 故 久 是 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 的 开 s 映 象 . 目 


利用 Michael-Nagami 定理 可 立刻 
基 的 紧 空 间 是 可 度量 化 空间 . 事实 上 ， 
度量 化 空间 M 和 紧 履 盖 的 开 s 映射 f 


得 到 Migenko 的 度量 化 定理 (推论 3.3.13): 具有 点 可 数 


设 X 是 具有 点 可 数 基 的 紧 空 间 ,由 定理 3.5.5， 存在 可 


M 一 X， 再 由 定理 3.4.1， 紧 空间 X 是 可 度量 化 的 . 
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由 定理 3.3.5 和 定理 3.5.5， 可 度量 化 空间 的 开 s 映 象 是 度量 空间 的 紧 履 盖 的 开 s 映 象 . E. 
Michael 和 K. Nagami[1973] 提 出 问题 : 可 度量 化 空间 的 商 s 映 象 是 否 是 可 度量 化 空间 的 紧 履 
盖 的 商 s 映 象 ? 这 涉及 如 下 儿 个 问题 . 

问题 3.5.6 (1) 可 度量 化 空间 的 商 s 映 象 的 内 在 刻画 ? 

(2) 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 的 商 s 映 象 的 内 在 刻画 ? 

(3) 上 述 两 种 刻画 是 否 等 价 ? 

其 中 问题 (1) 是 A. Arhangel'skii[1966] 在 名 车 “映射 与 空间 ”中 提出 的 问题 . 本 节 的 第 二 部 
分 介绍 这 方面 的 进展 . 首先 应 当 提 到 的 是 陈 怀 觅 [1999] 已 构造 了 例子 说 明 : 可 度量 化 空间 的 
商 s 映 象 未 必 是 可 度量 化 空间 的 紧 覆 盖 的 商 s 映 象 , 所 以 问题 3) 是 否定 的 . 利用 前 述 关 于 
Ponomarev 系 的 工作 ,问题 (2) 可 获得 较 满意 的 解决 . 

定理 3.5.7 “( 燕 鹏 飞 ， 林 寿 [1999b]) 空 间 X 是 可 度量 化 空间 的 紧 履 羡 s 映 象 当 且 仅 当 X 
有 点 可 数 的 cfp 网 络 . 

证 明 充分 性 由 引 理 3.5.4， 下 面 证 明 必要 性 . 设 空间 X 是 可 度量 化 空间 M 在 紧 覆 盖 s 
映射 f 下 的 象 ,， 由 于 M 是 可 度量 化 空间 , 由 Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 (定理 2.3.3)， 让 
PP 是 M 的 o 局 部 有 限 基 , 由 引 理 3.5.2, 刀 是 M 的 cfp 网 络 . 由 于 紧 履 盖 映 射 保 持 cfp 网 络 ( 练 
习 3.5.1), 所 以 fP) 是 和 的 cfp 网 络 . 又 由 于 ff 是 s 映射 , 于 是 f( 妃 是 X 的 点 可 数 集 族 . 故 f(P) 
是 X 的 点 可 数 的 cfp 网 络 . 重 

下 述 推论 是 问题 (2) 的 回答 . 

推论 3.5.8”( 芒 鹏 飞 ， 林 寿 [1999b]) 空 间 X 是 可 度量 化 空间 的 紧 覆 盖 的 商 s 映 象 当 且 仅 当 
X 是 具有 点 可 数 cfp 网 络 的 k 空 间 . 

证 明 必要 性 由 定理 3.5.7 和 引 理 1.6.6, 充分 性 由 定理 3.5.7 和 引 理 3.4.2. 国 

问题 GD) 的 最 终 解 决 依赖 于 cs* 网 络 的 引入 . 


定义 3.S.9 (高 智 民 [1987a]) 设 人 是 空间 X 的 子 集 族 . 了 P 称 为 X 的 cs* 网 络 (cs*-network)， 


若 对 于 义 的 开 集 U 及 X 中 的 序列 {x, } 收 敛 于 点 xeU， 则 存在 PeP 使 得 序列 {x,} 的 某 子 序 


列 是 终于 P 的 且 PCU, 即 存 在 PeP 和子 序列 {x， } 使 得 {x}U {x, :ieN} CPCU. 
cs* 网 络 的 概念 与 FE Siwiec[1971] 定 义 的 cs 网 络 (cs-network， 即 收敛 序列 网 络 ) 的 概念 密 
切 相 关 . 设 忆 是 空间 X 的 子 集 族 . 姑 称 为 X 的 cs 网 络 ， 若 对 于 XX 的 开 集 UU 及 X 中 的 序列 {x, } 


收敛 于 点 xs U, 则 存在 Pe 必 使 得 序列 {x， } 是 终于 P 的 且 PCU. 显然 , 空间 X 的 基 是 cs 网 
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络 ,X 的 cs 网 络 是 cs* 网 络 , X 的 cs* 网 络 是 网 络 . 


下 面 介绍 cs* 网 络 的 一 些 基 本 性 质 . 


引 理 3.5.10 空间 X 的 cfp 网 络 是 X 的 cs* 网 络 . 


证 明 设 姑 是 空间 X 的 cfp 网 络 . 对 本 


义 的 开 集 UU 及 XX 中 的 序列 {x， } 收 敛 于 点 xeU. 让 


K={x}U {x, EU :neN}, 则 X 的 紧 子 集 KcU, 于 是 存在 PP 的 子 集 P "使 得 PP 是 K 的 cfp 


和 覆盖 且 UP’cU. 记 P'={P,} 


一 区 ,是 X 的 闭 集 ， 存在 i<m 使 得 序列 {x , } 的 某 子 序列 是 终于 ,的 ， 从 而 这 子 序列 是 终于 


P ,的 且 P; CU. 故 PP 是 X 的 cs* 网 络 . 国 


引 理 3.5.11 设 P 是 空间 X 的 点 可 数 的 cs* 网 络 , 那么 必 是 的 网 络 当 


每 一 紧 子 集 是 序列 紧 的 . 


证 明 设 忆 是 空间 X 的 k 网络 . 对 于 X 的 每 一 紧 了 集 K, Pk ={PNK:PeP} 是 K 的 点 


izm， 上 且 避 ' 被 KK 的 闭 集 组 成 的 覆盖 {K, } ,精确 加 细 . 由 于 每 


仅 当 XX 的 


可 数 的 k 网 络 , 由 定理 3.3.12, K 是 可 度量 化 的 子 空间 ， 再 由 定理 2.2.9,K 是 序列 紧 的 . 
反之 , 设 X 的 每 一 紧 子 集 是 序列 紧 的 . 对 于 X 的 紧 子 集 K 及 K 在 XX 中 的 邻 域 U, 记 
FH={PeP : PCU}), 若 不 存在 FY 的 有 限 子 集 F 使 得 Kc UF 对 于 每 一 xeK， 记 可 数 集 


{Pe 凶 : xsePj={P, (0)} jy， 则 可 选取 KK 中 的 序列 {x , } 使 


em 
I 


每 一 P, (x) 仅 含有 序列 {x } 的 有 限 项 . 


[xx 上 设 {x4 } 收 化 于 xeKcU. 由 于 必 是 X 的 cs* 网 络 ,存在 P 中 的 元 P 


序列 是 终于 了 的 且 PCU, 于 是 PeZ 且 


鼎力 


n, j<k 时 x, gP, (x ;). 这 时 


因为 K 是 序列 紧 的 ， 所 以 {x } 存 在 收敛 的 子 序 列 


使 得 {x } 的 茶 子 


存在 neN 使 得 P, CoO=P， 从 而 P, (x) 含有 {x4 } 中 的 


无 限 项 , 矛盾 . 因此 存在 姑 的 有 限 子 集 3F 使 得 KCc UFcU. 故 忆 是 X 的 k 网 络 . 国 


由 于 紧 的 序列 空间 的 序列 紧 空 间 ( 练 习 3.1.2), 所 以 引 理 3.5.11 的 充 要 条 件 也 


紧 子 集 是 序列 子 空间 . 


引 理 3.5.12 ”序列 商 映 射 保持 cs* 网 络 . 


证 明 设 f: Xx 一 Y 是 序列 商 映射 , 必 是 空间 X 的 cs* 网 络 . 让 F-fB). 若 对 于 立 的 开 集 


U 及 YY 中 的 序列 {y, } 收 化 于 点 ye U, | 


{f(x ,)} 是 {y，} 的 子 序列 , 设 {x } 收 化 于 x, 则 f(x)=y, 于 是 xef71(U). 


等 价 于 X 的 


于 f 是 序列 商 上 映射， 存在 六 中 的 收敛 序列 {x , } 使 得 
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因为 于 是 XX 的 cs* 


网 络 , 存在 Pe 必 使 


于 f(P)e 了 3 的 且 
逆 紧 映射 未 必 保持 cs* 网 络 . 利 ) 


xe BN}, 由 于 BN 中 


不 是 S| 的 cs* 网 络 . 必 是 BN 的 点 可 数 的 cs* 网 络 ，1 


f(P)CU. 故 F3 是 Y 


在 $3.6 中 将 进 
引 理 3.5.13 


步 介 


MA 


所 成 之 集 ， 


证 明 


设 旦 是 K 的 非 空 紧 子 集 , 


的 网 络 , 存在 必 的 有 限 子 集 多 使 得 F 中 每 一 元 与 H 的 交 


的 子 集 3 是 HH 的 cfp 和 覆盖 
收敛 于 x. 
则 存在 子 序列 {x ,|} 使 得 每 一 


PP 是 久 的 cs* 网 络 ， 存在 PeP 使 得 {x 


得 P= 


从 而 对 于 每 一 i<k, HNP， 


中 遂 卫 惠 定 


与 HH 相交 


P,， 从 而 P，, 


令 F1={P， 


由 于 必 是 X 的 点 可 数 集 族 


得 {x } 的 菜子 序列 是 


终于 P 的 且 


的 cs* 网 络 . 国 


定理 


则 存在 刀 的 可 数 子 集 P 关于 K 具有 性 质 CC. 


= 


V 是 英 在 X 中 的 邻 域 . 若 互 是 有 限 集 ， 


不 存在 非 平凡 的 收敛 序列 , 所 以 姑 是 B N 的 cs* 网 络 (cs 网 络 )， 但 


介绍 具有 点 可 数 网 络 , 但 是 不 具有 点 可 数 cs* 网 络 的 空 


设 必 是 空间 XX 的 点 可 数 的 cs* 网 络 . 若 玉 是 X 中 某 


含有 {x 


于 开具 有 


定理 3.5.14 ( 林 寿 [1993]) 对 于 空 
(D X 是 可 


(2)X 是 可 


性 质 CC. 国 


度量 化 空 


度量 化 空间 的 序列 商 


(G)X 具有 点 可 数 的 cs* 网 络 . 


Xn EXNUiw 了 2 


，} 的 无 限 项 , 矛盾 


是 HH 的 非 空 


三 二 : 众 
是 单 点 


NA 


，]} 的 某 子 序列 是 终于 了 的 且 


UFcV. 若 五 是 无 限 集 , 记 H={x) U{x， 
令 P:={PeP:xePCVj={P, } ;wn. 若 对 于 每 一 keN, {x 


于 是 每 一 P; 仅 含 有 {x 


P 二 f”(U), 从 而 {y，, } 的 某 子 序列 是 终 


例 3.4.17(2) 定 义 的 逆 紧 映射 fB N 一 Sj. 令 天 {{x} : 


是 f(D 


3.3.12, B NN 不 具有 点 可 数 的 k 网 络 . 


x 间 ( 引 理 3.6.9). 
含 极限 点 的 收敛 序列 


Pk={PeP:PN Kz 名 ), 则 Pk 是 必 的 可 数 子 集 . 


起 | | 
”< 
Fu 
中 
忌 
El 
名 
9 
Dau 
”< 


有 HC UFcCV, 于 是 Pk 


:neN}, 其 中 序列 {x, } 


中 是 不 终于 UP ， 的 ， 


，} 的 有 限 项 . 由 于 


PC V 于 是 存在 me N 使 


s 闭 集 . 


E 间 X 下 述 条 件 相互 等 价 : 


间 的 序列 覆盖 s 映 象 ; 


s 映 象 ; 
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因此 存在 keN 使 得 {x, } 古 


， 则 存在 巡 的 子 集 3F 使 得 F 是 HANUiwP, 的 cfp 履 六 ,UFCV 


: isk}UZ 则 Pk 的 子 集 F1 是 了 的 cfp 歼 盖 且 


终于 Ui;aP ; 的， 


这 时 HNU,s 了 ,是 有 限 集 , 不 妨 设 HN 


2F 的 每 一 元 


UZFCV. 故 Pv 关 


证 明 (一 (人 2) 由 引 理 3.4.15. (2) 一 (3) 由 可 度量 化 空间 具有 点 可 数 基 及 引 理 3.5.12. 
(3) 入 (DD. 设 空 间 X 具有 点 可 数 的 cs* 网 络 刀 让 (f, M, X, 凡是 Ponomarev 系 , 由 引 理 3.3.1,f 
是 s 映 射 , 由 引 理 3.5.13 及 引 理 3.4.5,f 是 序列 覆盖 映射 . 目 

至 此 , 利用 引 理 3.2.1， 引 理 3.4.14 和 定理 3.5.14, 可 获得 问题 3.5.6(1) 较 完整 的 回答 . 


推论 3.5.15 (Gruenhage, Michael, Tanaka[1984]; Tanaka[1987]) 对 于 空间 X 下 述 条 件 相 互 


(1)X 是 可 度量 化 空间 的 商 s 映 象 ; 


(2) X 是 可 度量 化 空间 的 序列 覆盖 (或 序列 商 ) 商 s 映 象 ; 
(3)X 是 具有 点 可 数 cs* 网 络 的 序列 空间 . 国 
推论 3.5.15 表明 ， 虽 然 可 度量 化 空间 的 商 s 映 象 做 不 到 是 某 一 可 度量 化 空间 的 “ 紧 履 盖 ” 


的 商 s 映 象 , 但 是 可 以 做 到 是 某 一 可 度量 化 空间 的 “序列 覆盖 ”的 商 s 映 象 . 极 大 紧 化 BN 是 具 


有 点 可 数 cs* 网 络 的 上 空间 , 但 是 B N 不 是 序列 空间 (练习 3.4.4), 所 以 推论 3.5.15(3) 中 的 "序列 


空间 ? 系 件 不 可 减弱 为 灾 空间 ”对 于 具有 点 可 数 cs 网络 的 空间 (定义 3.5.9)， 也 可 以 建立 类 似 
定理 3.5.14 和 推论 3.5.15 的 结果 , 不 过 这 时 相应 的 序列 覆盖 映射 是 F Siwiec[1971] 定 义 的 如 
下 的 “序列 覆盖 映射 "(sequence-covering mapping): 设 映 射 fxX 一 Y,f 称 为 “序列 覆盖 映射 ” 


若 对 于 Y 中 的 每 一 收敛 序列 {y,, }， 存 在 X 中 的 收敛 序列 {x, } 使 得 每 一 x，Ef (y, ). 由 于 


名 称 上 的 混淆 ， 有 些 学 者 把 定义 3.4.12 中 的 “序列 覆盖 上 映射 或 "序列 商 英 射 ? 称 为 “ 伪 序 列 履 


盖 上 映射”pseudo-sequence-covering mapping; LIkeda，Liu，Tanaka[2002]) 或 “ 弱 序 列 覆 盖 映 


射 ”"(weakly sequence-covering mapping， 高 国士 [2000]). 
由 于 陈 怀 鹏 [1999] 已 构造 了 例子 说 明 可 度量 化 空间 的 商 s 映 象 未 必 是 可 度量 化 空间 的 紧 
覆盖 的 商 s 映 象 ， 由 推论 3.5.15 和 推论 3.5.8， 有 共有 点 可 数 cs* 网 络 的 序列 空间 未 必 具 有 点 可 


数 的 cfp 网 络 . 然而 ,是否 具 有 点 可 数 cs* 网 络 的 Fréchet 空间 具有 点 可 数 的 cfp 网 络 还 是 一 
个 尚未 解决 的 问题 . 


注 3.5.16 在 83.4 和 83.5 中 以 相当 大 的 篇 幅 论 述 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 映 象 . 20 世纪 的 
最 后 30 年 关于 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 映 象 的 研究 大 体 上 经 历 了 三 个 阶段 , 即 外 基 一 一 cs*# 网 
络 一 一 cfp 网 络 . 1973 年 E. Michael 和 K. Nagami 为 了 获得 度量 空间 的 紧 履 盖 开 映 象 的 内 在 刻 
画 ,， 引 入 了 外 基 ( 定 义 3.4.6) 的 概念 ， 由 此 产生 紧 履 盖 映 射 的 技术 关键 是 证 明 下 述 引 理 . 

引 理 A 若 第 一 可 数 空间 X 具有 基 ZU, 则 存在 满足 下 述 条 件 的 可 度量 化 空间 M 和 开 映 


射 fM 一 X: 
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(Al) 若 X 的 紧 子 集 K 具有 可 数 外 基 YUk 二 U， 则 存在 M 的 紧 子 下 


(A2) 若 义 的 非 空子 集 C 仅 与 多 中 可 数 个 元 相交 , 则 f- (C) 具 有 可 数 基 . 


为 了 证 明 引 理 A， 先 是 利用 Konig 引 理 (练习 1.1.7) 证 明 下 述 引 理 . 


攻 工 使 得 f(L)=K; 


引 理 B 设 K 是 空间 X 的 紧 子 集 . 若 K 在 X 中 具有 可 数 外 基 ZU, 则 存在 满足 下 述 条 件 


的 U 的 有 限 子 集 列 {Z ,上 


(BID)KS UU ,neN; 


(B2) 对 于 每 一 xe K, 若 xeU,EeU,(VYneN, 则 {U,}N 是 x 在 X 中 的 邻 域 基 ; 


(B3) 对 于 每 一 xe K, 存在 集 列 {U，} 使 得 xs Ui 站 K CU，sU  (YneN). 


由 引 理 A 及 Miggenko 引 理 ( 引 理 3.3.10) 证 明 Michael-Nagami 定理 (定理 3.5.5): 空间 X 


有 点 可 数 基 当 且 仪 当 X 是 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 的 开 s 上 映 象 , 而后, 提 


出 了 著名 的 


Michael-Nagami 问题 : 可 度量 化 空间 的 商 s 映 象 是 否 是 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 的 商 s 映 象 ?G 


Gruenhage, E. Michael 和 Y. Tanaka( 田 中 祥 雄 )[1984] 引 入 了 序列 覆盖 上 映射 (定义 3.4.12) 的 概念 ， 


证 明了 推论 3.5.15 的 (1) 等 价 于 (2)， 即 空间 X 是 可 度量 化 空间 的 商 s 映 象 当 且 仅 


量化 空间 的 序列 覆盖 的 商 s 映 象 ， 同 时 获得 了 度量 空间 的 商 s 英 象 的 内 在 刻画 


当 X 是 可 度 


这 刻画 是 借 


助 “ 弱 拓扑 "(定义 1.6.4) 来 描述 的 ， 形 式 较为 复杂 . Y. Tanaka[1987] 利 用 cs* 网 络 (定义 3.5.9) 的 


概念 证 明了 推论 3.5.15 的 (1) 等 价 于 (3)， 即 空间 XX 是 可 度量 化 空间 的 商 s 映 象 当 


仅 当 X 是 


有 点 可 数 cs* 网 络 的 序列 空间 ， 获得 了 A. Arhangelskii[1966] 提 出 问题 (问题 3.5.6(1)) 一 个 


较 满 意 的 回答 . G Gruenhage，E.， Michael 和 Y. Tanaka 这 些 结果 刺激 了 


Michael-Nagami 问题 的 研究 ,尤其 是 带动 了 国内 关于 紧 履 盖 映 射 的 探讨 . 林 寿 [ 


国际 上 关于 


1993] 证 明了 


定理 3.5.14 的 (1) 等 价 于 (3): 空间 X 是 可 度量 化 空间 的 序列 履 盖 s 映 象 当 且 仅 当 XX 具有 点 可 


数 的 cs* 网 络 . 该 结果 证 明 的 关键 部 分 是 发 现 了 cs* 网 络 的 下 述 性 质 . 


引 理 C 设 PP 是 空间 X 的 点 可 数 cs* 网 络 . 若 X 中 的 序列 {x， } 收 敛 于 点 x， 记 


K={x} UU {x,，:neN}, 则 存在 了 PP 的 有 限 子 集 列 {P, } 满 足 : 


(ClD) { UP, }nes 是 K 在 X 中 的 网 络 ; 


(C2) PP, 的 每 一 元 与 K 的 交 是 非 空 的 闭 集 ; 


(C3) 对 于 每 一 ye K, 车 yeP, eP, (VneN), 则 {P, },_w 是 y 在 X 中 的 网 络 . 
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号 


理 C 中 核心 的 条 件 是 (C2), 它 保 证 了 对 于 每 一 ne N, K 可 以 分 解 为 有 限 个 闭 集 的 并 ， 


且 这 闭 集 所 成 的 族 精确 加 细 P, ， 由 此 通过 Ponomarey 方法 可 构造 可 度量 化 空间 M 和 s 映射 


f:M 一 X 使 得 存在 M 的 紧 子 集 L 有 f(L)=K. 对 于 XX 的 任意 紧 子 集 K 情况 如 何 ? 即 怎样 合适 
的 条 件 确保 用 Ponomarev 方法 构造 的 映射 是 紧 履 新 映射 ? 

条 件 (CH) 类 似 'f 网 络 ”( 定 义 3.3.11) 的 条 件 . E. Michael[1977] 曾 用 “ 闭 k 网 络 ”( 定 义 3.3.11) 
的 概念 证 明了 上 有 具有 点 可 数 闭 k 网 络 的 k 空间 是 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 的 商 s 映 象 (练习 3.4.5). 
闭 k 网 络 的 闭 性 确保 了 可 度量 化 空间 中 适当 紧 子 集 的 存在 . 然而 , 度量 空间 的 紧 履 盖 的 商 s 
映 象 未必 有 具有 点 可 数 的 闭 k 网 络 ( 屠 自 求 [1989])， 所 以 寻求 弱 于 闭 K 网 络 而 强 于 cs* 网 络 的 全 
族 性 质 应 是 回答 上 述 疑 问 的 途径 之 一 . 回忆 引 理 B 的 条 件 (B1), 它 足 以 保证 “ 紧 子 集 K 分 解 


A 


为 有 限 个 闭 集 的 并 , 且 这 闭 集 所 成 的 族 精确 加 细 U,”. 闭 网 络 也 具有 这 一 性 质 . 从 引 理 C 


条 件 (C2) 知 , 在 具有 点 可 数 的 cs* 网 络 的 空间 中 对 于 由 收敛 序列 构成 的 紧 子 集 同样 具有 这 


性 质 . 同时 结合 引 理 A 条 件 (AD 中 “可 数 外 基 Wk” 这 一 性 质 , 刘 川 和 戴 牧 民 [1996] 引 入 了 “ 强 
k 网 络 ” 的 概念 . 
定义 D 设 忆 是 空间 X 的 子 集 族 .Pp 称 为 X 的 强 k 网 络 (strong k-network)， 大 对 于 X 的 


每 一 紧 子 集 K, 存在 必 的 可 数 子 集 Pk 满足 (*): 如 果 理 是 K 的 紧 子 集 ,V 是 了 在 X 中 的 邻 域 


则 存在 Px 的 有 限 子 集 {P,; } ;和 HH 的 闭 枚 新 {F,;} ;<, (简称 为 了 的 有 限 分 解 ) 使 得 每 一 


el 


FYEPyEV 


为 了 便于 叙述 , 定义 3.4.4 中 分 别 把 定义 D 中 的 条 件 (9 和 五 的 有 限 履 盖 {P,} ,。 称 为 性 


质 CC 和 cfp 覆盖 . 

借 此 , 刘 川 和 戴 牧 民 证 明了 下 述 紧 履 盖 映 射 定理 . 
定理 E 空间 X 是 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 的 s 映 象 当 且 仅 当 义 具 有 点 可 数 的 强 k 网 络 . 
虽然 强 k 网 络 定 义 的 引入 十 分 自然 和 合理 , 但 是 单 从 定义 中 涉及 的 术语 “任意 紧 子 集 K 

的 任意 紧 子 集 H” 就 感觉 它 似 乎 有 点 复杂 . 燕 鹏 和 林 寿 [1999b] 引 入 了 “ 紧 有 限 分 解 网 络 


(compact-finite-partition network)” 后 正式 定名 的 cfp 网 络 (定义 3.5.1). 显然 , 强 k 网 络 是 cfp 


网 络 . 无 论 是 E. Michael 和 K. Nagami 证 明定 理 3.4.9, 还 是 刘 川 和 戴 牧 民 证 明定 理 E, 在 构 


pa 


了 尝 


可 度量 化 空间 的 紧 子 集 时 引 理 A 中 的 条 件 “ 可 数 外 基 Uk "或 定义 D 中 的 条 件 “ 可 数 子 旨 
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了 " 均 发 挥 了 巨大 的 作用 ,而 在 Michael-Nagami 定理 (定理 3.5.5) 的 证 明 中 使 用 了 Miggenko 


引 理 ( 引 理 3.3.10) 把 空间 X 的 点 可 数 基 多 转化 为 对 于 X 的 任意 子 集 K 仅 有 可 数 个 由 光 的 元 


组 成 的 有 限 极 小 覆盖 ， 由 此 做 出 的 可 数 外 基 有 Yk. 对 于 点 可 数 的 cfp 网 络 ， 利 用 Mistenko 


引 理 的 思想 ， 蕉 鹏 飞 和 林 寿 证 明了 相应 的 引 理 3.5.3: 如 果 允 是 空间 X 的 点 可 数 集 族 , 那么 X 
的 每 一 紧 子 集 仅 有 可 数 个 由 多 的 元 组 成 的 极 小 cfp 覆盖 ， 由 此 证 明了 定理 3.5.7: 空间 X 是 可 
度量 化 空间 的 紧 履 盖 s 映 象 当 且 仅 当 X 有 具有 点 可 数 的 cfp 网 络 . 这 不 仅仅 给 出 了 度量 空间 的 
紧 履 盖 的 商 s 映 象 一 个 较为 简单 的 内 在 刻画 , 同时 可 导出 关于 度量 空间 的 s 映 象 研究 方面 的 


系列 结论 . 如 


1973 年 E. Michael 和 K. Nagami[1973] 关 于 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 开 (或 开 S) 映 象 的 刻画 . 
1977 年 E. Michael[1977] 关 于 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 s 映 象 的 充分 条 件 . 


1984 年 G Gruenhage, E. Michael 和 Y Tanaka[1984] 关 于 可 度量 化 空间 的 商 (序列 覆盖 )s 
映 象 的 刻画 . 

1987 年 Y. Tanaka[1987] 关 于 可 度量 化 空间 的 商 s 映 象 的 刻画 . 

1993 年 林 寿 [1993] 关 于 可 度量 化 空间 的 序列 覆盖 s 映 象 的 刻画 . 

1996 年 刘 川 和 戴 牧 民 [1996] 关 于 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 s 映 象 的 刻画 ， 
上 述 工作 结合 1999 年 陈 怀 鹏 [1999] 构 造 的 “一 个 可 度量 化 空间 的 商 s 映 象 不 能 表示 为 任 
一 可 度量 化 空间 的 紧 履 盖 的 商 s 映 象 ”的 例子 构成 了 度量 空间 的 紧 履 羡 映 射 及 商 s 映射 研究 
的 主线 索 . 

本 书 没有 按时 间 的 发 展 顺 序 对 相关 的 结果 一 一 叙述 , 先是 直接 引入 cfp 覆盖 及 性 质 
CC( 定 义 3.4.4), 从 现代 的 观点 阐述 与 紧 履 立 映 象 相关 的 问题 及 获得 的 结果 ,使 读者 便于 了 
解 问题 的 实质 , 避免 了 大 量 的 重复 ， 而 后 再 重 述 20 世纪 后 30 年 关于 这 一 问题 发 展 的 主要 进 
程 ， 以 便 读者 对 于 问题 的 本 来 面目 有 所 把 握 


练习 
3.5.1 证 明 : 紧 覆 盖 映 射 保持 cfp 网 络 . 
3.5.2 证 明 : 度量 空间 的 商 s 映 象 具有 点 可 数 k 网 络 . 
3.5.3 设 妖 是 空间 X 的 覆盖 . PP 称 为 X 的 伪 基 (pseudo-base; Michael[1966]),， 若 对 于 XX 


的 每 一 紧 子 集 K 及 KK 在 XX 中 的 邻 域 V 存在 PeP 使 得 KcCPCYV. 证 明 : 对 于 空间 X 下 述 


条 件 相 互 等 价 : (D) X 共有 可 数 伪 基 ; (2) X 具有 可 数 cs 网 络 ; (3) X 具有 可 数 cs* 网 络 ; (4) X 其 
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有 可 数 k 网 络 ; (5) X 具有 可 数 cfp 网 络 . 
3.$.4 证 明 : 具有 点 可 数 cs* 网 络 的 强 Fréchet 空间 具有 点 可 数 基 . 
3.5.5 设 姓 是 空间 X 的 点 可 数 cs* 网 络 . 若 开 是 X 的 由 某 一 含 极限 点 的 收敛 序列 组 成 


的 紧 子 集 , 证 明 : 若 U 中 开 在 X 中 的 邻 域 , 则 存在 刀 的 有 限 子 集 尺 使 得 KC UFcU 且 ?F 


中 的 每 一 元 与 K 的 交 是 非 空 的 闭 集 . 由 此 再 证 明 : 存在 玫 的 有 限 子 集 列 {PF, } 满 足 : 


(GD{UP,，} 是 K 在 X 中 的 网 络 ; 


(2) ,的 每 一 元 与 KK 的 交 是 非 空 的 闭 集 ; 


(3) 对 于 每 一 ye K, 若 yeP,，, eP, (VneN), 则 {P, } sn 是 y 在 XX 中 的 网 络 . 


3.5.6 设 必 是 空间 XX 的 子 集 族 .PP 称 为 XX 的 wes* 网 络 (wcs*-network; 林 寿 , Tanaka[1994])， 


若 对 于 X 的 开 集 U 及 XX 中 的 序列 {x, } 收 化 于 点 xeU， 则 存在 PeP 使 得 P 含有 序列 {x, } 


的 无 限 项 且 PCU， 即 存在 Pe 和子 序 列 {x， } 使 得 {x,，: ieN}cPCU. 证 明 : (1) 对 于 空 


间 X,X 的 上 网 络 和 csx* 网 络 都 是 X 的 wcs* 网 络 ; (2) 设 姑 是 空间 X 的 点 可 数 集 族 , 则 了 必 是 XX 


的 kk 网络 当量 仅 当 PP 是 XX 的 wcs* 网 络 且 X 的 每 一 紧 子 集 是 序列 紧 的 . 
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$3.6” 闭 映 象 


寻求 可 度量 化 空间 闭 映 象 的 内 在 特征 是 A，Arhangel’skii[1966] 在 名 车“Mappings and 


spaces” 中 提出 的 又 一 问题 N. Lasnev(H. JIamrmes)[1966] 首 先 研究 了 这 一 问题 , 并 且 给 出 了 
Arhangel'skii 问题 的 一 个 解 . 尽管 Lagneyv 的 解 不 是 一 个 完美 的 答案 , 但 是 他 提出 了 遗传 闭 包 
保持 集 族 的 概念 (定义 3.6.1). L. Foged[1985] 恰 是 利用 这 一 概念 与 k 网 络 (定义 3.3.11) 的 结合 ， 
获得 了 Arhangel’skii 问题 满意 的 回答 . 本 节 介 绍 Foged 的 工作 及 关于 可 度量 化 空间 的 闭 s 映 
象 的 相关 结果 . 


可 度量 化 空间 的 闭 映 象 称 为 Lainev 空间 (Lagnev space). 由 Stone 定理 (定理 2.2.5) 及 


Michael 定理 (定理 1.5.8), Lagnev 空间 是 仿 紧 空间 . 


定义 3.6.1 (Lasnev[1966]) 设 PP 是 空间 X 的 子 集 族 . P 称 为 X 的 遗传 闭 包 保持 族 


(hereditarily closure-preserving family)， 若 对 于 每 一 H(P)C PeP, 集 族 {HCP) : PeP} 是 闭 包 
保持 的 . 


遗传 闭 包 保持 集 族人 简 记 为 HCP 集 族 . 显然 ,空间 X 的 局 部 有 限 集 族 是 HCP 集 族 , X 的 


HCP 集 族 是 闭 包 保 持 集 族 . 当 宕 {P, },., 是 X 的 HCP 集 族 时 ,对 于 每 一 x，。eP，,, 集 族 


{{x。 }} sh 是 X 的 闭 包 保持 集 族 , 于 是 集合 {x。: & e 人 A} 是 XX 的 闭 离 散 子 集 (练习 1.5.2). 


引 理 3.6.2” 闭 映射 保持 遗传 闭 包 保持 集 族 . 


证 明 设 fx->Y 是 闭 映 射 , PP 是 空间 X 的 HCP 集 族 . 记 人 P。})。w. 令 FKDD. 对 


| 


于 每 一 e A, 设 H cf(P,), 让 L, = (HE )mP ,那么 KL )=H 且 L， cP,. 因为 P 


是 XX 的 HCP 集 族 ， 所 以 {LL 。} 是 XX 的 闭 包 保持 集 族 ， 于 是 


CE 人 


U CEA Hs =U CEA f(L, )=U CEA f(La )={f( U CE 人 La)=f(U ,A L, )=U en f(L, )=U, H, > 


因此 {H。} es 是 闭 包 保持 的 . 故 了 是 Y 的 HCP 集 族 . 量 


引 理 3.6.3 ”在 正则 空间 中 遗传 闭 包 保持 集 族 的 团 包 仍 是 遗传 闭 包 保持 集 族 . 


A 


证 明 设 必 是 正则 空间 X 的 HCP 集 族 . 记 P={P,},_、. 若 必 的 闭 包 {Pw}, 不 是 X 


CE 人 


的 HCP 外 


族 , 那么 对 于 每 一 ae A， 存在 H。c Ps 使 得 U,_、Hs 不 是 X 的 闭 集 . 取 


| 


pA 


A 


xe Us.、。H。 NU Ha. 对 于 每 一 weA, 由 X 的 正则 性 , 存在 X 的 分 别 包含 {x} 和 He 


的 不 相交 的 开 集 V。 和 U。, 于 是 H。cU。NPs。cUNPp .所 以 
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xeUsH。c Us UsmP =U。 Us NP,, 从 而 有 BeA 使 得 xe U。 门 P。, 因此 


Ug 站 Psp 门 Vp 关 纪 , 矛盾 . 故 必 的 闭 包 仍 是 XX 的 HCP 集 族 . 重 


引 理 3.6.4 设 必 是 Fréchet 空间 X 的 遗传 闭 包 保持 集 族 . 令 天 { 门 P':P' 是 必 的 有 限 


子 集 }, 则 多 也 是 X 的 遗传 闭 包 保持 集 族 . 


证 明 若 不 然则 存在 F 的 子 集 {F, } 和 HH CF,(Q eA) 使 得 {H。 


保持 的 , 于 是 存在 xe U,_、H, NU 。_、Ha . 因为 X 是 Fréchet 空间 , 存在 U 


} wan 个 是 闭 包 


H_ 中 的 序 


QeA a 


列 {x |} 收敛 于 x， 从 而 存在 Qe A 使 得 x,, eH。. 这 时 每 一 H。 中 仅 含 有 {x } 中 的 有 限 项 , 


于 是 不 妨 设 上 述 的 w, 是 互 不 相同 的 . 又 因为 每 一 F, 是 P 中 有 限 个 元 的 交 , 所 以 存在 {x， } 


的 子 序列 {x;,} 和 允 的 无 限 子 集 {P,} zs 使 得 每 一 x,，eP,. 由 于 了 是 XX 的 HCP 集 族 从 而 


{x :ieN} 是 X 的 闭 离 散 子 集 , 韦 盾 . 国 


引 理 3.6.5 设 必 是 空间 X 的 遗传 闭 包 保持 集 族 , K 是 X 的 紧 子 集 ， 则 存在 K 的 有 限 子 


集 F 使 得 KNF 仅 与 允 中 的 有 限 个 元 相交 . 


证 明 若 不 然 , 则 存在 X 中 的 序列 {x; } 和 PP 的 可 数 无 限 子 集 {P， } ;nw 使 


得 xiE 开 门 Pi， 


xleKNxi isn)mP ,neN. 由 于 PP 是 X 的 HCP 集 族 , 所 以 {x,，:neN} 是 X 的 闭 


离散 子 集 , 这 与 K 的 紧 性 相 矛 盾 . 国 


特别 地 , 若 忆 是 空间 X 的 遗传 闭 包 保 持 集 族 ， 且 {x , } 是 X 中 由 互 不 相同 点 组 成 的 收敛 


仅 有 有 限 个 元 


序列 , 则 存在 me N 使 得 集合 {x，: n>m} 仪 与 必 中 的 有 限 个 元 相交 , 因而 人 中 
含有 序列 {x, } 的 无 限 项 . 
定理 3.6.6 (Foged 定理 [1985]) 空 间 X 是 可 度量 化 空间 的 闭 映 象 当 且 仅 当 


传 闭 包 保持 k 网 络 的 正则 的 FEchet 空间 . 
证 明 设 空间 X 是 可 度量 化 空间 的 闭 映 象 ,于 是 存在 可 度量 化 空间 


f:M 一 X. 由 于 M 是 可 度量 化 空间 , 所 以 X 是 仿 紧 空间 , 于 是 X 是 正则 空间 


X 是 具有 ca 遗 


M 和 闭 映射 


. 由 引 理 3.2.5 


和 引 理 3.2.7, XX 是 Fréchet 空间 . 由 Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 (定理 2.3.3),M 具有 局 


部 有 限 基 急 让 PZ-f(B)， 由 引 理 3.6.2,P 是 X 的 ca -HCP 集 族 . 由 推论 2.4.9,f 是 紧 履 盖 映 射 ， 


均 


又 
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于 紧 履 盖 映 射 保 持 K 网 络 (练习 3.3.2), 所 以 姑 是 X 的 k 网 络 . 故 X 具 有 Go -HCP 的 k 网 


反之 , 设 正 则 空间 X 是 具有 c -HCP 的 k 网 络 的 Fréchet 空间. 由 如 


理 3.6.3 和 引 理 3.6.4， 


设 X 具有 kk 网 络 坟 UP， 其 中 每 一 P, 是 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 HCP 闭 集 族 


P, CSP,i. 对 于 每 一 neN 和 了 PeP,, 令 R,(P)=P\CU{QesP，:PZQj , 2,={R, (P): 


Pe7,}. 


对 于 每 一 ne N 及 X 的 开 集 U, 令 U,=U {PeP，:PCU}. 则 集 列 {U, } 是 单调 递增 的 . 


若 X 中 的 序列 Z 收敛 于 xeU NZ, 则 存在 me NN 使 得 


(6.1)Z 是 终于 (U 六 U {x} 的 ; 


(6.2) 乙 是 终于 (V ,六 U {x} 的 且 V, CU, 其 中 V ,=U {ReR,，: RN 门 Z 是 无 限 集 }. 


(6.1) 证 明 如 下 . 若 不 然 , 那么 可 选取 Z 的 子 序列 {z , } 使 得 每 一 z，eUAN 


(U,) CU\U, ,因为 X 是 Fréchet 空间 , 存在 UNU, 中 的 序列 {zj } 收 敛 于 z,， 从 而 


xe {2Z, :n,ke N}. 这 时 存在 序列 {zj } 收 全 x 且 n ij 一 +eo. 又 因为 P 是 X 的 k 网 络 , 存 


在 me N 使 得 {zx } 是 终于 ,的 , 这 与 当 n jm 时 有 zx e UNU,, 相 矛盾 . 


一 


(6.2) 证 明 如 下 . 记 W =(UP;,) ”NU{QeP,, UR, :QNZ 是 有 限 集 }, 则 ,是 X 的 


集 , 且 U, CUP,. 由 引 理 3.6.5, U {QeP, UR, :QZ 是 有 限 集 } 仅 含有 Z 中 的 有 限 


个 点 , 所 以 由 (6.1), 序列 Z 是 终于 WU{x}. 下 面 证 明 W,, CV,，. 对 于 yeW,，, 若 


m 


ye QeP,,, 则 Q 门 ZZ 是 无 限 集 , 再 由 引 理 3.6.5, 这 种 Q 是 有 限 的 , 于 是 ,在 y 是 点 有 限 的 ， 


令 P(y)= 站 {PeP, :yeP}, 那么 PO)eP, 且 ye U {Qe PD, :P(y) FQ}, 所 以 ysR。 (P(y)), 


于 是 R, (PO) 站 Z 是 无 限 集 , 因此 Ru CP(y)) CCV. 这 说 明了 WCV,. 从 而 Z 是 终于 


(V,)* U {x} 的 . 下 面 再 证 明 V ，cU, 对 于 Re 守 ，， 其 中 RNZ 是 无 限 集 , 设 R=R,(P), 存 


在 QeP ,使 得 RCPCQCU, 否则 (U,) =(UfQesP，:QcUh ccCUlQesP ，: 


PCZQh) CXNR, 由 (6.1), Z 是 终于 (XNR)U {x} 的 , 于 是 R 门 Z 是 有 限 集 , 矛盾 . 因此 ， 


V, CU. 


m 
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现在 , 对 于 每 一 ne N, 令 了 3,=R,U {XN(UR,) } 并且 


X 的 覆盖 ,赋予 集合 人 A ,离散 拓扑 .类 似 构造 Ponomarev 系 的 方法 ， 置 


M={xw=(Q ,)e [[ ,nA, :{R 


Qn 


[ 记 有 ,={R。)} 


则 名, 是 


CEAn ， 


} 是 和 中 革 点 x。 的 网 络 }， 则 M 是 可 度量 化 空间 , 并 


且 对 于 每 一 a e M, x 。 是 唯一 确定 的 . 定义 函数 fM ->X 使 得 fw)=x 。， 即 


f(C , ))= 门 ,enR。 .下面 证 明 f 是 闭 映 射 . 


(6.3)f 是 映射 . 


对 于 每 一 & =(Q , )eM, {R。j} en 古 f(Q ) 在 和 中 的 网 络 , 所 以 f 在 点 Qa 是 连续 的 . 从 而 


f 是 连续 函数 . 对 于 每 一 xeX, 若 x 是 的 3 


Rw (xD={x}j， 所 以 存在 w ,Ee A ,使 得 R。={x}, 取 定 B=(B ,)e 了 ,nw 人， 使 得 


立 点 , 那么 存在 me NN 使 得 {x}e P,,, 于 是 


B ,=0 ,有 上 且 xe 站 ,nw Rs, 则 BeM 有 目 f(B)=x. 车 x 不 是 X 的 孤立 点 , 则 存在 XN{xj 中 


的 序列 {x 4} 收敛 于 x, 取 定 w , eA, (vn 


做 不 到 , 则 取 定 w ,e A ,使得 xeR。, | 


在 X 中 的 开 邻 域 U， 由 (6.2), 存在 me N 使 得 {x, } 是 终于 (V ,,)”U {x} 的 


昌 V ,二 U. 由 引 理 


EN) 使 得 R。 门 {x，:keN} 是 无 限 集 ， 如 果 这 点 


于 R。 是 X 的 闭 集 , 那么 总 有 xeR。. 对 于 x 


3.6.5,V 是 居中 有 限 个 元 的 并 , 于 是 这 有 限 个 元 中 必 有 一 个 是 R。, 从 而 xe R。 CU. 


此 {R。},n 是 x 在 X 中 的 网 络 . 令 B=(B,), 则 BeM 


是 映射 . 
(6.4)f 是 闭 映射 . 


设 F 是 M 的 闭 集 . 若 f(E) 不 是 X 的 闭 集 ， 则 存在 xe f(F) Nf(F)， 因 


存在 KBP) 中 的 序列 {x, } 在 X 中 收敛 于 x. 对 于 每 一 ie N, 取 定 B ,=(& ,;,)eFNf (x,), 那 


么 对 于 每 一 neN 有 x， eR, EF 


f(B )=x. 故 f 是 满 函 数 . 因而 ,f 


n°* 


为 X 是 Frkchet 空间 ， 


由 引 理 3.6.5, 存在 mi EN 使 得 {ReZ : R 门 {x，: 


i>mi}# 纪 } 是 有 限 集 ， 而 当 i>mi 时 有 x; eR。， 所 以 有 N 的 无 限 子 集 N1 和 a ,< A ,使 得 


对 于 每 一 ieN ;有 w ,=w,. 由 归纳 法 , 可 选取 N 的 递减 的 无 限 子 集 列 {N, } 和 


有 =(a ,)e 1 NA， 使 得 对 每 一 isN, 有 Q ,=C ,. 对 于 每 一 neN， 
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于 当 ie N, 时 有 


x; ER。， 且 R。 是 X 的 闭 集 , 因而 xe R。. 选取 {k} 的 子 序列 {k )} 使 得 每 一 k;eN ;. 设 


J 


U 是 x 在 和 中 的 开 邻 域 , 因为 序列 {x } 收 敛 于 x, 由 (6.2), 存在 meN 使 得 V,, CU, 若 j>m, 


则 k ,EN ,; CN,, 于 是 x <Rw ,=Rw ， 从 而 R。 CV 三 U. 故 {R。} es 是 x 在 和 中 


的 网 络 , 即 6 sM. 对 于 固定 的 n, 当 k; >n 时 有 Qi =Q， 即 积 空间 ]] wen 人， 中 的 序列 


(6 ，} 的 第 n 个 坐标 所 组 成 的 序列 [ak ,ja 在 人 ,中 收敛 于 oo ,于 是 { B 。} 收 化 于 6， 


从 而 B sE 因此 x=f(B )ef(F), 矛盾 . 于 是 f 是 闭 映射 . 


综 上 所 述 , 空间 X 是 可 度量 化 空间 的 闭 映 象 . 国 


下 面 介绍 Foged 定理 的 几 个 应 用 . 上 共有 o 局 部 有 限 k 网 络 的 正则 空间 称 为 代 空 间 


( -space，O'Meara[1971])， 共 有 可 数 k 网 络 的 正则 空间 称 为 No 


Michael[1966]). 可 分 的 可 度量 化 空间 是 No 空间 ,可 度量 化 空间 和 N, 空间 都 是 N 空间 . 具 


空间 都 是 相互 等 价 的 (练习 3.5.3). 


有 可 数 k 网 络 的 空间 ， 上 共有 可 数 cs* 网 络 的 空间 ， 上 其 有 可 数 cfp 网 络 的 空间 ， 共 有 可 数 伪 基 的 


空间 ( No -space, 


推论 3.6.7 空间 X 是 可 分 可 度量 化 空间 的 闭 映 象 当 且 仅 当 X 是 Fréchet 的 No 空间 . 


证 明 设 存 在 可 分 可 度量 化 空间 M 和 闭 映 射 fM 一 X. 显然 , X 是 Fréchet 的 正则 空间 . 


让 名 是 M 的 可 数 基 , 令 P=f(B). 由 于 f 是 紧 覆 新 映射 (推论 2.4.9) 且 如 是 M 的 k 网 络 , 于 是 


忆 是 空间 X 的 可 数 k 网 络 (练习 3.3.2), 故 X 是 No 空间 . 


反之 , 设 X 是 Fréchet 的 NN 空间 , 于 是 X 具有 网络 P=U ,PP，， 


内 中 每 一 P，, 是 和 


n 


的 关于 有 限 交 封 闭 的 有 限 的 闭 集 族 且 PP， cP 在 Foged 定理 中 构造 X 的 覆盖 列 {ZH } 是 


X 的 有 限 子 集 列 (使 用 定理 3.6.6 的 记号 ). 于 是 每 一 和, 是 有 限 子 集 ， 因 此 M 是 可 分 可 度量 化 


空间 , 故 XX 是 可 分 可 度量 化 空间 的 闭 映 象 .四 


定义 3.6.8” 设 映射 fx 一 Yf 称 为 工 映 射 (L-mapping), 若 每 一 f7 (y) 是 X 的 Lindelof 子 


A 


子 集 . 


.f 称 为 边界 工 映射 或 边缘 工 映射 , boundary L-mapping), 若 每 一 0f”(y) 是 XX 的 Lindelef 


显然 , 可 度量 化 空间 上 的 工 映射 与 s 映 射 是 等 价 的 . 工 映 射 和 边界 紧 映 射 都 是 边界 工 映 


射 . 在 练习 1.4.7 和 练习 2.4.5 中 已 介绍 过 世 映射 的 一 些 性 质 . 可 度量 化 空间 的 闭 s 映 象 的 内 
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在 特征 涉及 特殊 的 空间 S 。. 序列 扇 S 。( 例 3.1.8) 同 胚 于 把 可 数 个 含 极限 点 的 非 平凡 收敛 序 


列 的 拓扑 和 将 非 孤 立 点 炸 成 一 点 得 到 的 商 空 间 . 把 wi 个 含 极限 点 的 非 平凡 收敛 序列 的 拓扑 


和 将 非 孤立 点 粘 成 一 点 得 到 的 商 空 间 称 为 0 扇 (oi -fan), 记 为 S,. 


引 理 3.6.9 S$。 是 不 具有 点 可 数 cs* 网 络 的 Lasnev 空间 . 


证 明 对 于 每 一 wx < @, 设 X。 是 含 极限 点 x。 的 非 平 凡 的 收敛 序列 . 记 A={x。 : 


Q < @01}, 则 S。=(@ ,Xs )/A. 因为 A 是 @@ ,_。X。 的 闭 子 空间 , 所 以 S。 是 可 度量 化 空 


CQ<C1 


间 人 @ 。w X。 的 闭 映 象 ， 因 而 So 是 Lagnev 空间， 


设 s 是 S。 中 唯一 的 非 扳 立 点 . 对 于 每 一 & < ol , 令 Y。=X。NN{s}. 若 $ 。 具 有 点 可 数 


的 cs* 网 络 P, 记 {PeP:seP 且 对 于 无 限 个 w < ol 有 Y_。 站 Pz# 名}={P,} jy, 于 是 可 归纳 


地 选取 S。 的 子 集 C={y。:neN} 使 得 每 一 y。sP, N\\{s} 且 不 同 的 y, 属于 不 同 的 Y。， 那么 


C 是 S。 的 闭 集 . 令 V=S。NC,H=U {PeP:sePCV}. 若 PeP 且 sePCV, 则 每 一 P ,大 了 


| 


于 是 P 仪 与 有 限 个 Y。 相交 ,由 允 的 点 可 数 性 , H 仅 与 可 数 个 Y。 相交 ,因此 有 < @w 1 使 得 


Ys nH=@. 设 VNY ,={x，:neN}, 那么 序列 {x, } 收 敛 于 s, 由 于 V 是 s 的 开 邻 域 , 存在 


Pe 允 使 得 {x， } 的 某 子 序列 是 终于 P 的 是 PC V, 从 而 PH, 于 是 Ys 站 H# 作 , 矛盾. 所 以 


S。 不 具有 点 可 数 的 cs* 网 络 . 和 


易 验 证 ,S 。 具 有 点 可 数 K 网 络 . 由 引 理 3.6.9, S 。 不 具有 点 可 数 的 闭 k 网 络 , 于 是 S 不 


普通 归纳 法 的 一 般 化 是 超 限 归纳 法 (transfinite induction)， 设 对 于 每 一 序数 w,， 给 定 命题 


P(Q ). 如 果 下 述 条 件 成 立 , 则 对 于 所 有 序数 w , P(a ) 都 正确 . (1) 对 于 C =0, P(0) 是 正确 的 ; (2) 


对 于 w <au 的 任意 序数 w, 若 P(a ) 是 正确 的 , 则 P(au) 是 正确 的 . 


设 姑 是 空间 X 的 子 集 族 ,PP 称 为 局 部 可 数 的 (ocally countable)， 若 对 于 每 一 xeX， 存 在 x 
在 X 中 的 邻 域 V 使 得 V 仪 与 必 中 可 数 个 元 相交 . 类 似 地 可 定义 G 局 部 可 数 集 族 . 显然 , 局 
部 有 限 集 族 是 局 部 可 数 集 族 ， 局 部 可 数 集 族 是 点 可 数 集 族 . 


引 理 3.6.10” 设 X 是 可 度量 化 空间 且 fX->Y 是 闭 映 射 . 那么 空间 YY 不 含有 闭 子 空间 同 


Ct 


= 
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胚 于 S。 当 且 仅 当 f 是 边界 工 映射 


证 明 设 空间 Y 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S。. 若 f 不 是 边界 工 映射 , 则 存在 yeY 使 得 


06f "1(y) 不 是 X 的 Lindel6f 子 空间 ,于 是 存在 0f 7 (y) 的 不 可 数 的 闭 离 散 子 集 {x 。: 


Qe 人}( 定 理 2.2.8), 因为 X 是 仿 紧 空间 ， 所 以 X 是 集 态 正规 空间 (定理 2.3.9), 存在 X 的 离 


散 的 开 子 集 族 {V。} 。。 使 得 每 一 x。e V,. 对 于 每 一 we 人 , 若 品 是 y 在 Y 中 的 邻 域 , 男 


b 


么 f(DNV, 是 x, 在 XX 中 的 邻 域 , 于 是 了 NV ,Ny)#@, 即 UNGvV, 六 


{y)) 关 个 , 所 以 ye f(V,)\{y). 因为 Y 是 Fréchet 空间 , 存在 由 f(V,) 八 {y} 中 点 组 成 的 序列 


{yo} 收敛 于 y. 令 T。={y。， :neN} 那么 T,。 cf(V,)NN{y}. 因为 {VY 。} ,是 X 的 离散 


集 族 , 由 引 理 3.6.2，{f(V , )}。_ 和 是 Y 的 HCP 集 族 再 由 引 理 3.6.3, { f(V,)】} 


CEA 人 


也 是 了 的 


HCP 集 族 , 从 而 {[T。U {y}} se 是 Y 的 HCP 集 族 . 对 于 每 一 a e 入， 由 引 理 3.6.5, 存在 T。 


的 有 限 子 集 FE。 和 和 的 有 限 子 身 


和。 使 得 当 B e A 改 As。 时 有 (T。 NEFo)nTp= 纪 ， 


【24 


Ar 


人 


K, =T。 NEF。. 由 Zermelo 良 序 定理 ( 引 理 1.5.3)， 把 指标 集 A 良 序 化 ,再 由 超 限 归 纳 法 ,可 


选取 人 的 基数 为 @; 的 子 集 工 使 得 { 攻 。}。a 是 YY 中 互 不 相交 的 集 族 . 由 于 {K。U{y} sr 是 


Y 的 HCP 集 族 且 每 一 K。U {y} 是 Y 的 含 极限 点 的 非 平凡 的 收敛 序列 ， 从 而 Y 的 闭 子 空 


{y}U(U 。rK。) 同 胚 于 S$。( 练 习 3.6.7). 


反之 , 设 f 是 边界 工 映 射 ， 由 引 理 2.4.5, 存在 M 的 财 子 空间 Z 使 得 fz : 乙 一 和 是 闭 


本 


L 


映射 . 让 多 是 可 度量 化 空间 乙 的 Ga 局 部 有 限 基 , 令 人 f(B). 由 于 f 是 紧 窗 盖 映 射 (推论 2.4.9)， 


于 是 必 是 空间 Y 的 k 网 络 (练习 3.3.2). 又 由 于 闭 工 映射 保持 局 部 可 数 集 族 (练习 3.6.6)， 则 


是 了 的 G 局 部 可 数 的 k 网 络 ,于 是 P 是 Y 的 点 可 数 的 闭 k 网 络 ， 从 而 Y 的 任 一 子 空间 也 具 


有 点 可 数 的 闭 k 网 络 . 由 引 理 3.6.9,Y 不 含有 闭 子 空间 同 有 于 S。. 御 


定理 3.6.11 (高 智 民 [1987b]， 林 寿 [1988b]) 空 间 X 是 可 度量 化 空间 的 闭 s 映 象 当 且 仅 当 


pa) 


久 是 Fréchet 的 只 空间 . 


证 明 设 存 在 可 度量 化 空间 M 和 闭 s 映射 fM 一 XxX. 显然 ,X 是 仿 紧 的 Fréchet 空间 . 由 
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于 M 是 可 度量 化 空间 , M 具有 a 局 部 有 限 基 2B, 令 人 KG. 因为 f 是 紧 履 盖 映 射 ， 所 以 必 是 


X 的 k 网 络 . 又 因为 了 是 闭 工 上 映射, 于 是 姑 是 和 的 G 局 部 可 数 的 K 网 络 . 记 R UNP，， 暴 


中 每 一 P, 是 X 的 局 部 可 数 集 族 且 PP, CCP, 


设 Z ,是 和 的 局 部 有 限 的 开 履 盖 , 令 F,={P 站 U :PeP,,UeU,}). 则 F, 是 X 的 o 局 部 有 


上 , 记 U ,={U。} 


QeAn “ 


. 对 于 每 一 ne N， 由 于 P, 是 局 部 可 数 的 , 存 


在 X 的 开 履 盖 U, 使 得 ,的 每 一 元 仅 与 ,中 可 数 个 元 相交 ,又 由 于 X 是 仿 紧 空间 ,不 妨 


对 于 每 一 w e A, ， 记 PD, 中 与 Us 相交 的 可 数 个 元 为 P, x ， 


K<k。， 当 k>ku 时 , 记 P。 = 名 . 对 于 每 一 meN, 令 Zn={Pon 站 U。}seA . 由 于 ,是 


局 部 有 限 的 ， 所 以 这 , ;也 是 局 部 有 限 的 . 又 1 


限 集 族 . 


n 


于 多 ,=U wan 了 Znm， 改 了 ,是 X 的 0 局 部 有 


今 -UF，， 下面 证 明 F 是 X 的 k 网络 . 对 于 X 的 紧 子 集 K 及 在 X 中 的 邻 域 UU 


的 开 履 盖 , 存在 UW, 的 有 限 子 集 双 YH 使 得 Kc UW. 令 F={PNU :PeP,UeU)}, 则 多 是 


2F, 的 有 限 子 集 且 Kc UZH CU, 所 以 F 是 X 的 KK 网 络 . 夏 X 具 有 Go 局 部 有 限 k 网 络 ， 因 此 


X 是 只 空间 . 


反之 , 设 X 是 Fréchet 的 N 空间 .由 Foged 定 到 


S . 由 引 理 3.6.10,f 是 边界 L 映射 . 再 


引 理 2.4.5, 存在 M 的 闭 子 空间 Z 使 得 flj: Z 一 X 


QI1 


是 工 映 射 . 这 时 fiz 是 闭 s 映射 . 故 X 是 可 度量 化 空间 的 闭 s 映 象 . 征 


由 于 多 是 X 的 k 网 络 , 存在 neN 和 ,的 有 限 子 集 P 使 得 Kc UP CU, 又 由 于 和 ,是 


E， 存 在 可 度量 化 空间 M 和 闭 映 射 fM 一 XX. 


于 N 空间 的 子 空间 仍 是 N 空间 , 又 由 于 S。 不 是 N 空间 , 所 以 X 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 


作为 本 章 的 结束 ， 本 节 最 后 介绍 Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 (定理 2.3.3) 的 一 个 实 


质 推广 . 由 Foged 定理 和 定理 2.4.16, 有 下 述 引 理 . 
的 正则 的 强 Fréchet 空间 是 可 度量 


引 理 3.6.12 具有 Go 遗传 闭 包 保 持 k 网 络 


化 名 


= 间 . 国 


定理 3.6.13 (Burke-Engelking-Lutzer 度量 化 定理 [1975]) 空 间 X 是 可 度量 化 空间 当 且 仅 


I 


X 是 具有 o 遗传 闭 包 保持 基 的 正则 空间 . 


证 明 由 Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定 到 


和 引 理 3.6.12， 只 须 证 明 具 有 Go -HCP 基 的 空 


间 XX 是 第 一 可 数 空间 . 设 生 UU ,nw2, 是 X 的 基 , 其 中 每 一 2B, 是 X 的 HCP 的 开 集 族 . 先 证 
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在 


明 X 的 每 一 单 点 4 


每 一 neN, 邻 G,=XN\NU{Be2B,:x ¢ B}, 由 


EE 
十 Gy 


邻 域 . 若 ye X、{x}， 


则 存在 X 中 


集 , 即 若 xeX， 则 存在 X 的 


分 别 售 有 点 x 和 y 的 不 相交 的 


集 列 {G， } 使 得 {x}= 门 ,enG 。 对 了 


于 多, 是 闭 包 保 持 的 , 所 以 G ,是 x 在 X 中 的 


集 U 和 V, 于 是 存在 neN 


和 BeB, 使 得 yeBCYV, 从 而 xg B, 因此 yeG, ,所 以 [xj= 门 NG，. 


下 面 证 明 X 的 点 x 在 六 中 


具有 可 数 邻 域 基 . 若 x 是 X 的 孤立 点 , 则 x 在 X 中 


k 有 可 数 


邻 域 基 . 车 x 不 是 X 的 孤立 点 , 则 对 于 每 一 neN,x 仅 属于 多 ,中 的 有 限 个 元 否则, 存在 多 ， 


的 可 数 子 集 {P,，} jn 使 得 每 一 P, 含 


{H;} 是 x 的 递减 的 


邻 域 列 , 于 是 x 不 是 H; NH ji 的 聚 点 ，| 


有 点 x. 令 Hi=P1 人 G1, Hii=H; NP NG, ieN. 则 


于 每 一 H,; NHi SP,, 


{P;} ieN 是 X 的 HCP 集 族 , 且 U NG NHii)=Hj NN 人 ;enH,=HJNN{x}, 所 以 x 不 是 Hi、 
{x} 的 聚 点 ， 从 而 x 是 X 的 孤立 点 ,矛盾 . 从 而 x 仅 属于 华中 的 可 数 个 元 , 即 x 在 六 中 具有 


可 数 邻 域 基 . 故 X 中 第 一 可 数 空间 . 国 


例 3.6.14 Michael 空间 (Michael[1957]): 具有 Ga 闭 包 保持 基 的 不 可 度量 化 的 正则 空间 . 


例 1.2.8 已 介 纪 


室 间 拓扑 称 为 Michael 


显 


空间 (Michael space). 


所 以 X 不 是 离散 空间 ,又 由 于 X 中 不 存在 非 平凡 的 收敛 序列 , 于 是 和 不 是 第 


了 最 大 紧 化 BN. 取 定 pe BNNN, 令 X-NU{p}. 集合 X 赋 予 B N 的 子 


然 , X 是 正则 空间 . ! 


于 N 是 BN 的 笛 密 子 集 , 


可 数 空间 ， 从 


而 X 不 是 可 度量 化 空间 . 因为 N 是 X 的 孤立 点 集 ,p 在 X 中 的 开 邻 域 基 是 X 的 闭 包 保持 集 族 ， 


本 半 较 详细 地 介 


间 映 象 ) 中 的 独特 作用 . Ponomarev 方法 的 研究 一 方面 丰富 了 映射 理论 ， 另 一 方面 带 来 了 以 基 
20 世纪 的 后 40 年 广义 度量 空间 理论 的 进 


作为 出 发 点 的 集 族 性 质 的 深刻 


于 是 X 具有 闭 包 保持 基 . 重 


了 Ponomarey 方法 在 石 


究 可 度量 


化 空间 的 一 类 重要 性 质 ( 可 度量 化 空 


革命 . 


民 正 是 伴随 着 


这 种 变化 而 产生 . 网 络 (Arhangel’skii[1959]), 伪 基 (Michael[1966]), k 网 络 (O’ Meara[1971]), cs 


网 络 (Siwiec[1971]), cs* 网 络 (高 智 
性 的 集 族 性 质 所 刻画 的 拓扑 空间 类 
讨论 函数 空间 的 拓扑 性 质 时 


第 二 部 


分 
注 3. 


6.15 ”拓扑 空 


民 [1987a]), wcs* 网络 (Lin, Tanaka[1994]) 等 一 批 具 有 鲜 


# 动 了 点 集 拓扑 学 的 迅猛 发 


明 个 


展 . 这 些 集 族 性 质 在 本 书 的 


间 论 著作 . 


[也 发 挥 了 全 关 习 
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E 要 的 作用 . 


1955 年 J. L，Kelley[1955] 的 “General Topology* 和 1966 年 J Dugundji”[1966] 的 


“Topology” 是 


70 


[1998] 教 授 的 《点 集 拓扑 讲义 》. 1 


国外 出 版 较 早 、 
空间 , 拓扑 空间 中 的 收敛 , 


影响 较 大 的 论述 拓扑 空间 基本 到 


职守 


有 定理 1.1.12), Tychonoff 紧 扩 张 定理 (定理 1.3.9) 等 精 
FE 代 末 以 来 出 版 的 十 多 种 点 集 拓 


间 与 商 空 间 , 分 离 公理 , 可 数 空间 ， 
同和 函数 空间 , 中 心 内 容 是 介绍 20 世纪 30 年 代 点 集 拓扑 学 的 重要 成 就 ， 


大: 阴 


性 ， 


址 地 


论 的 著作 ， 其 主要 内 容 有 拓扑 


四 .is 
量 氏 
里 


2 用 


8( 引 理 1.2.11), Tietze 扩张 定理 ( 引 理 1.2.11), Urysohn 度量 化 定理 (推论 2.3 


于 受 写 作 年 代 或 使 | 


世纪 50 年 代 后 一 般 拓扑 学 的 成 就 . 


1944 年 J. Dieudonné 引进 仿 紧 怕 


间 论 的 迅猛 发 展 , 


世纪 70 年 代 以 来 优秀 的 点 集 拓扑 学 著作 不 断 涌 
的 著作 . 1968 年 Engelking 日 
版 . 经 过 大 量 的 补充 , 1975 年 Engelking 在 波兰 科学 


科学 出 版 社 联合 
Og6lIna*( 波 兰 文 )， 


Scientific Publishe 


E 概 


念 是 一 般 拓 扑 学 进入 全 盛 


“Outline of General Topology”’ 


彩 结果 . 这 些 内 容 也 是 
扑 学 教科 书 的 核心 内 容 ， 其 中 使 用 较为 广泛 的 有 能 金城 
对 象 的 限制 ， 上 述 书籍 少 有 涉及 20 


包含 有 Urysohn 引 


.4), Tychonoff 积 定 


国内 从 20 世纪 


基 的 重要 标志 . 随 着 拓扑 空 
为 出 版 高 水 平 的 学 术 论著 积累 了 丰富 的 素材 、 竟 定 了 坚实 的 基础 


现 , 最 其 代表 性 的 是 波兰 数学 家 R. Engelking 


自 20 


North-Holland 出 版 公司 和 波兰 


a 


出 版 社 出 版 “Topologia 


1977 年 该 书 由 作者 自 译 为 英文 版 的 “General Topology”*(Warszawa: Polish 


rs) 出 版 , 1986 年 又 1 


作者 补充 部 分 新 文献 后 由 M. 下. AHTOHOBCKH 首 和 A.B. 


ApxaHrerpcKI 诈 译 为 俄 文 以 “DO6mag Tomronorma”(MockBa: Map) 出 版 , 1989 年 Engelking[1989] 


的 “General Topology 英 文 第 二 版 日 


4 版. 该 书 全 面 论述 了 一 般 拓扑 学 的 基本 内 容 , 在 问题 ( 练 


习 ) 部 分 补充 了 现代 的 一 些 研 究 方 向 ,如 线性 序 空间 ，Z 积 ,基数 函数 ， 北 


映射 等 ， 内容 丰 富 , 课题 广泛 ， 史 料 确切 ,引文 全 面 ( 
的 结果 ,对 于 如 何 快速 进入 一 般 拓扑 学 的 相关 课 


展 产 生 较 大 影响 的 介 2 


对 我 国 


本 数学 家 儿 玉 之 宏 (Kodama) 和 永 见 
授 译 成 中 文 《拓扑 空间 论 》1984 生 


的 拓扑 空间 论 发 


扑 空间 论 的 基本 内 容 ， 有 下 述 两 个 极为 显著 的 特点 . 一 是 较 早 地 突 蝇 
展 空 间 的 相互 关系 . 二 是 强调 了 映射 与 空间 的 思想 ， 


间 、 可 


Arhangel'skii 引入 的 点 可 数 型 空间 、p 空间 入 手 , 建立 ] 


框架 ,对 于 满足 


可 数 可 积 必 


FE 在 科学 出 版 社 出 版 . 


日 


《972 篇 ), 但 正文 内 容 大 多 是 1960 年 前 


长 值 


系 , 超 空间 与 外 


be 


题 的 研究 还 需 学 习 进 


启 应 QNagami) 的 《位 相 空 间 论 》[1974]. 该 书 由 


步 的 著作 . 
现代 一 般 拓扑 学 的 著作 也 许 算是 1974 日 


方 嘉 琳 教 


《拓扑 空间 论 》 简 要 地 介绍 了 传统 拓 
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上 了 仿 紧 空间 与 度 
在 全 书 的 后 三 分 之 一 部 分 ， 以 
映射 揭示 空间 类 之 间 联 系 的 研究 
E 质 的 约 10 个 广义 度量 空间 类 进行 了 详细 的 讨论 ， 首 创 了 在 拓扑 


pa 
旦 全 


国 数学 家 本 Dugundji(1919-1985)， 他 是 波兰 数学 家 W. Hurewicz(1904-1956) 的 学 生 . 


空间 论 专著 中 论述 广义 度量 空间 理论 的 新 尝试 . 该 书 也 仅 是 介绍 至 1972 年 拓扑 空间 论 的 主 


要 内 容 . 日 本 数学 家 长 田 润 一 (Nagata) 的 “Modern General Topology”(Amsterdam: Elsevier 
Science Publishers B V) 为 反映 modem 的 思想 , 虽 初 版 于 1968 年 , 但 经 过 了 多 次 修改 , 第 一 次 
修订 出 版 于 1974 年 , 第 二 次 修订 出 版 于 1985 年 , 每 一 次 修订 都 增加 了 不 少 覆 盖 与 映射 在 空 
间 研 究 拓 扑 空 间 论 中 作用 的 内 容 , 编排 体系 也 与 以 住 拓扑 空间 论 的 著作 有 所 不 同 . 一 是 较 早 
地 突出 了 收敛 、 有 覆盖、 映射 统 一 全 书 的 思想 . 二 是 介绍 了 仿 紧 空间 、 亚 紧 空 间 、 次 仿 紧 空间 
和 6 加 细 空 间 等 一 系列 典型 的 覆盖 性 质 . 三 是 曾 述 了 20 世纪 60 至 70 年 代 引 进 的 一 大 批 广 
义 度量 空间 类 ， 以 “遗传 性 ”、“ 可 数 可 积 性 ” “了 映射 性 质 *、“ 可 数 闭 和 定理 ”为 线索 来 验证 这 
些 空间 类 是 否 具 有 这 些 运算 性 质 . 四 是 为 体现 内 容 的 完整 性 , 还 介绍 了 连续 函数 格 、 函 数 空 
间 、 函 数 扩张 理论 、 选 择 理论 、 逆 极限 理论 、 线 性 序 空间 、 基 数 函 数 、Dyadic 空间 和 拓扑 
空间 的 测度 论 等 内 容 . 由 于 吸收 了 许多 现代 的 结果 , 内容 不 可 避免 的 显得 庞杂 ， 以 至 于 各 部 
分 之 间 交 叉 过 多 , 不 便于 初学 者 了 解 一 般 拓 扑 学 的 主要 内 容 的 来 龙 去 脉 . 

1980 年 以 来 国际 上 介绍 现代 拓扑 空间 论 的 著作 层出不穷 . 下 面 列举 一 些 具 有 特色 的 车 


作 ( 不 含 综述 报告 ) 供 读者 学 习 时 参考 . 1984 年 K. Kunen 和 J. E. Vaughan 编辑 的 “Handbook of 


Set-Theoretic Topology”(Amsterdam: Elsevier Science Publishers B V) 中 由 D. K. Burke[1984] 撰 


写 的 “Covering properties”, 由 G. Gruenhage[1984] 撰 写 的 “Generalized metric spaces"” 和 由 工 C. 


Przymusifiski 撰写 的 “Products of normal spaces”. 1989 年 K. Morita 和 J. Nagata 编辑 的 “Topics 


in General Topology’"(Amsterdam: Elsevier Science Publishers B V) 中 由 M. Atsuji 撰写 的 


“Normality of product spaces I”， 由 工 Hoshina 撰写 的 “Normality of product spaces I1”， 由 
Y Yasui 撰写 的 “Generalized paracompactness”， 由 J. Nagata 撰写 的 “Generalized metric spaces 
1” 和 由 K. Tamano 撰写 的 “Generalized metric spaces II” 在 国内 , 1991 年 蒋 继 光 教 授 出 版 了 
《一 般 拓扑 学 专题 选 讲 》( 成 都 : 四 川 教育 出 版 社 )，1995 年 林 寿 教授 出 版 了 《广义 度量 空间 
与 映射 》( 北 京 : 科学 出 版 社 ). 这 些 著作 总 的 特点 是 反映 了 拓扑 空间 论 某 专 题 最 新 的 研究 成 
果 . 由 此 看 来 ,要 想 出 版 一 本 既 包 含 拓 扑 空间 论 传统 内 容 ， 又 能 反映 现代 拓扑 空间 论 各 专题 
最 新 发 展 线索 的 专著 是 非常 困难 的 . 

2000 年 高 国士 [2000] 教 授 的 专著 《拓扑 空间 论 》 是 一 本 篇 幅 适 中 , 既 包 含 拓 扑 空间 论 基 
本 内 容 ， 又 能 描写 现代 拓扑 空间 论 一 些 主 要 研究 专题 的 力作 . 该 书 由 八 章 组 成 , 前 四 章 论 述 
拓扑 空间 论 的 基本 内 容 ， 自 成 体系 ,可 供需 要 了 解 拓扑 空间 论 基 础 知识 的 数学 高 年 级 学 生 阅 
读 ， 同 时 为 介绍 后 续 内 容 作 准备 ,点缀 了 一 些 新 内 容 ， 如 完备 映射 ( 即 逆 紧 映射 )、k 空间 等 
含有 在 国内 点 集 拓 扑 学 参考 书 中 较 少 介绍 的 一 致 空间 理论 ; 后 四 章 是 一 般 拓 扑 学 两 大 课题 


141 


“ 禾 盖 性质? 与 “广义 度量 空间 ”的 深入 研究 ,能 导向 该 课题 的 研究 前 沿 . 该 书 每 章 后 面 都 
附 有 精心 选择 的 大 量 习题 , 对 于 初学 者 来 说 可 以 检验 其 对 正文 内 容 的 掌握 程度 , 男 有 部 分 习 
题 是 对 正文 内 容 的 有 力 补充 . 


练习 


3.6.1 设 妖 是 空间 X 的 HCP 集 族 . 对 于 每 一 ne N, 置 刀 ,={PmP, 门 站 P, :PeP 


i<n}. 证 明 : P, 是 X 的 HCP 集 族 . 


3.6.2 证 明 : 可 数 紧 空间 的 HCP 履 盖 有 有 限 子 覆盖 . 
3.6.3 设 姑 是 空间 X 的 HCP 集 族 . 令 D={xeX : Pp 在 x 不 是 点 有 限 的 }), F={PND : 
PeP}. 若 玉 是 X 的 紧 子 集 , 证 明 : (1) KN 站 MD 是 有 限 集 ; (2) K 仅 与 9 中 有 限 个 元 相交 . 


3.6.4 证 明 : Lasnev 空间 具有 点 可 数 的 k 网 络 (Foged[1985]). 
3.6.5 证明: 逆 紧 映射 保持 N 空间 性 质 . 
3.6.6 设 fX 一 站 是 闭 工 映射 . 若 必 是 空间 X 的 局 部 可 数 集 族 , 则 f( 妃 是 空间 YY 的 局 


部 可 数 集 族 . 


3.6.7 证明: 引 理 3.6.10 中 空间 Y 的 闭 子 空间 {y}U(U ,or KK ) 同 胚 于 S。. 


3.6.8 ” 设 f:x 一 Y 是 闭 映射 ,其 中 X 是 可 度量 化 空间 . 证 明 : 空间 Y 不 含有 闭 子 空间 同 


胚 于 S$ 。 当 且 仅 当 ff 是 边界 紧 映 射 . 


3.6.9 ”证明 : Michael 空间 X( 例 3.6.14) 的 所 有 紧 子 集 是 有 限 集 ,所 以 X 不 是 k 空间 . 
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第 四 章 “一致 空间 与 函数 空间 


本 书 第 二 部 分 由 第 四 、 五 、 六 章 组 成 ， 目 的 是 介绍 连续 函数 空间 的 拓扑 性 质 . 这 与 前 三 
章 讨论 的 紧 空间 与 度量 空间 的 拓扑 性 质 是 密切 相关 的 . 拓扑 化 从 一 个 拓扑 空间 到 另 一 个 拓 
扑 空 间 的 连续 函数 集 的 思想 来 自 函数 序列 的 点 态 收 化 和 一 致 收敛 的 概念 . 早 在 1878 年 意 大 


利 数 学 家 U. Dini(1845-1918), 1883 年 意大利 数学 家 G. Ascoli(1843-1896), 1885 年 德国 数学 家 


K. Weierstrass(1815-1897), 1889 年 意大利 数学 家 C. Arzela(1847-1912) 就 开始 从 事 函 数 空 间 理 


论 的 研究 . 特别 是 1897 年 法 国 数学 家 J. Hadamard(1865-1963) 在 第 一 届 国 际 数学 家 大 会 ICMDJ 
上 , 考虑 了 闭 区 间 [0, H] 上 全 体 连续 函数 所 构成 的 族 ， 并 于 1903 年 定义 了 这 个 空间 上 的 函数 . 


1906 年 Hadamard 的 学 生 、 法 国 数学 家 M. Fréchet(1878-1973)[1906] 利 用 集合 论 的 观念 , 将 前 


人 结果 统一 成 为 一 个 抽象 的 理论 ， 把 它们 的 共同 点 归纳 起 来 而 且 加 以 推广 ， 形成 为 名 副 其 实 
的 泛 函 分 析 . Fréchet 在 抽象 空间 中 引进 具有 了 欧 儿 里 得 空间 距离 性 质 的 “距离 ”观念 ， 并 研究 了 
上 确 界 度量 拓扑 . 在 一 般 拓 扑 学 发 展 早期 , 拓扑 学 家 讨论 的 函数 空间 拓扑 首先 是 点 态 收敛 拓 
扑 和 一 致 收敛 拓扑 . 1945 年 美国 数学 家 R. Fox(1913-1973)[1945] 定 义 了 连续 实 值 函 数 集合 

的 紧 开 拓扑 ， 引导 人 们 关注 函数 空间 的 拓扑 性 质 . 1976 年 A. Arhangelskii[1976] 的 论文 “On 


some topological spaces that occur in functional analysis” 是 一 般 拓扑 学 对 于 函数 空间 系统 研究 


的 标志 ， 其 中 心 问题 之 一 是 寻求 拓扑 性 质 P 和 Q 使 得 空间 X 具有 性 质 P 当 且 仪 当 函 数 空间 


C(X, 民 ) 具 有 性 质 Q. 由 于 C(X, R) 上 具有 较 丰 富 的 结构 ,在 此 只 能 介绍 一 些 最 基本 的 内 容 . 


为 讨论 上 述 中 心 问题 的 需要 , 本 章 主要 介绍 与 函数 空间 相关 的 一 臻 空间、 拓扑 群 及 函数 空间 
上 的 基本 拓扑 与 自然 映射 . 


$4.1 一 致 空间 


一 致 空间 可 以 作为 介 于 拓扑 空间 与 度量 空间 之 间 的 一 类 空间 . 自 1938 年 法 国 Bourbaki 


学 派 的 领导 人 之 一 A. Weil(1906-1998)[1938] 引 进 以 来 ， 关于 它 的 理论 可 以 独立 于 拓扑 空间 


理论 之 外 , 但 是 与 拓扑 空间 有 密切 的 联系 . 本 节 介 绍 的 一 致 空间 仅仅 是 为 了 讨论 函数 空间 理 
论 的 需要 而 选取 适当 的 部 分 . 


设 X 是 一 非 空 集合 . 记 A={(x, x) :xe X}, 称 人 A 为 XxX 的 对 角 线 (diagonal). 对 于 XxX 


的 子 集 A 和 B, 及 xeX, 记 A ={(y, Xx): (x, y)eA},AoB={(x,y): 存在 zeX 使 得 (x, z)e A 
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且 (z, y)eB},A[x]={yeX:(x,y)eA}. 若 A=A-, 则 和 A 称 为 对 称 的 (symmetric). 


定义 4.1.1 设 凤 是 集合 XxX 的 一 个 非 空 子 集 族 且 满足 下 述 条 件 : 
(U1) 对 于 每 一 Ue 4，AcCU; 

(U2) 若 Ue, 则 UNE; 

(U3) 若 Us HK， 则 存在 Ve 4 使 得 Vo Vc U; 


(U4) 若 U,Ve 4, 则 UNVek; 


(U5) 车 UeWW 且 UcCcVCXxX, 则 Ve. 


则 称 凡 是 X 上 的 一 致 结构 uniformity), (X，J ) 称 为 一 致 空间 (uniform space). 


设 区 ，A ) 是 一 致 空间 , 称 岂 的 子 集 有 是 由 的 基 (base)， 如 果 对 于 每 一 Us 存在 Bs 


使 得 BCU. 若是 一 臻 结构 4 的 基 ， 则 就 完全 决定 了 4 . 称 凡 的 子 集 6 是 4 的 子 基 


(subbase)， 若 6 的 元 的 所 有 有 限 交 的 族 为 4 的 基 . 这 些 与 拓扑 空间 中 基 与 子 基 的 定义 是 相似 


的 . 
易 验证 
引 理 4.1.2 对 于 非 空 集合 X, XxX 的 子 集 族 6 是 X 的 某 个 一 臻 结构 的 子 基 ， 如果 6 满 


(US1) Ac 站 ao; 


(US2) 若 Ue 6 , 则 存在 Ve 6 使 得 VCU 了 ; 


(US3) 若 Ue 6 ,， 则 存在 Ve 0 使 得 VoVcCU. 四 
集合 X 的 每 一 一 致 结构 可 诱导 X 上 的 拓扑 结构 . 设 (X，4w) 是 一 致 空间 . 令 T={GCX : 


对 于 每 一 xe G 存在 Ue 4 使 得 U[x]cCG}, 则 7 是 X 上 的 拓扑 . 事实 上 ， 显 然 ， 作 , XeT. 


其 次 , 设 G1, G, eT, 对 于 每 一 xe G1 门 G,, 存在 Ul, U, eX 使 得 Ui[xlcG， 


U,[IxJcCG;,, 记 V=U1 门 U,, 则 Ve 有 是 VIxJcGi 门 G,, 故 G| 门 G, sr. 再 次 , 设 对 于 


每 一 ae A 有 Gs。 eT, 对 于 每 一 xe Uaes Gs ,存在 ae 人 A 使 得 xeG。, 于 是 存在 Ue 人 使 得 


U[x] CG, CU,AG,, 故 U,.。G, eT. 为 了 避免 混淆 ,“ 空 间 ” 仍 表示 拓扑 空间 ， 而 一 臻 空 


间 中 的 “一 致 ”一 般 不 省 略 . 
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定义 4.1.3 ” 设 (X，4 ) 是 一 致 空间 . 令 T ={GCX : 对 于 每 一 xeG 存在 Ue W 使 得 


UI[x] CG}, Tf 称 为 由 一 致 结构 4 诱导 的 X 上 的 拓扑 (topology induced by the uniformity), 7 
也 称 为 一 怪 结 构 4 的 拓扑 (topology of uniformity) 或 一 致 拓扑 (aniform topology). 
若 未 特别 说 明 , 一 致 空间 上 的 拓扑 指 一 致 拓扑 . 设 f 是 定义 在 一 致 空间 (X，J ) 到 一 致 军 


间 (Y, v) 的 函数 , 称 f 关于 和 v 是 一 致 连续 的 (uniformly continuous)， 若 对 于 每 一 Fe v ， 


存在 Me /使 得 办 GM) CE 其 中 定义 :XxX—>YxY 为 $ (x, 2zZ)=(f(x), f(z)). 


f 关于 和 v 是 一 致 连 续 的 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 Fe Vy 有 $7"(F)e 4， 当 且 仅 当 对 于 每 


一 Feyv 集 {(x,Zz)eXxX: p(x,z)eF}en. 


引 理 4.1.4” 设 (X，k4 ) 和 (Y, v ) 都 是 一 致 空间 ， 若 函数 人 (X，A) 一 (YY ) 一 致 连续 ， 则 


证 明 对 于 YY 的 开 集 V, 若 xef 1! (V), 则 存在 Fev 使 得 F[foo]c V 由 于 f 是 一 致 连续 


的 ,存在 Me 4 使 得 9 (M) CF 下 面 证 明 M[xcf (V). 车 ze MIx], 则 (x, eM, 于 是 9 Co 


Zz)=(f(x), f(z)) ee 即 f(z)eF[f(x)] 二 V, 因而 zef7 1(V). 所 以 fI(CV) 是 X 的 开 集 , 故 f 是 连续 


函数 .和 


引 理 4.1.5” 设 (X，4 ) 是 一 臻 空间. 对 于 每 一 xe X, 令 ,={U[x] : Ue 4), 则 ,是 


X 的 一 致 拓扑 在 x 的 邻 域 基 . 
证 明 只 须 证 明 对 于 每 一 xeX 和 Ue XW, UI[x] 包 含 点 x 的 开 邻 域 . 让 G={y eX : 存在 


Ve 4 使 得 V[y]cUIx]}, 则 xe Gc U[x]， 下 面 证 明 G 是 一 致 拓扑 的 开 集 . 对 于 每 一 yeG 存 


在 Ve w 使 得 V[y] 二 U[x], 叉 存在 We 4 使 得 WoW cyV. 对 于 任意 的 ue Wl[y] 及 veWilul, 


则 (y, jeW 有 旦 (u,v)e W, 于 是 (y, v)e Wo W 二 V, 所 以 veV[y] CU[x]， 从 而 W[u]cC U[x]， 因 


此 ueG 所 以 WIy]cG 故 G 是 X 的 开 集 . 是 
引 理 4.1.6” 设 (X，4) 是 一 致 空间 . 令 


P={Be 14 :B 是 XxX 中 对 称 的 闭 集 }, A4={Ce 1 :C 是 XxX 中 对 称 的 开 集 }. 


则 和 4 都 是 A 的 基 . 


证 明 仅 证 明 8 是 的 基 . 对 于 每 一 Ue 1， 由 于 对 于 每 一 Ve 14, VV 1 是 4 的 对 


称 元 , 所 以 存在 4 的 对 称 元 V 使 得 VoVo VC U. 设 (x, JE V (关于 一 致 拓扑 的 闭 包 ), 那么 
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存在 (s, be(V[EX]xV[Iy) 站 V， 于 是 Kx, s)eV, (s, DeYV 且 (y DeV 由 于 V 是 对 称 的 ， 从 而 (x， 


y)eVoVoV, 这 说 明 V CVoVoV, 因此 V cU. 另 一 方面 , 由 于 从 XxX 到 XxX 的 函数 (x， 


由 Fy (y, x) 是 同 胚 的 , 所 以 VY=V1=V ,因而 V 是 4 的 对 称 元 . 故 j 的 所 有 闭 的 对 称 元 所 


构成 的 集 族 是 4 的 一 个 基 . 重 


若 X 的 一 致 结构 由 的 元 V 是 XxX 的 闭 集 ， 对 于 每 一 固定 的 XeX， 由 于 从 空间 X 到 积 


空间 XxX 的 函数 yr (x, y) 是 连续 的 ,， 所 以 VD 是 X 的 闭 集 . 


引 理 4.1.7 设 (X，k ) 是 一 致 空间 ， 则 一 致 结构 4 的 拓扑 是 To” 的 当 且 仅 当 对 角 线 


A=NM 4. 


证 明 设 z 是 一 致 结构 / 的 拓扑 . 若 (X, 7 ) 是 T 空间， 则 对 于 每 一 (x, y)eXxX、A， 


存在 对 称 的 Ue 4 使 得 yg U[x] 或 xgU[y]， 于 是 (x, y)g U, 所 以 A= 门 4. 反之 , 若 A= 门 ， 


则 对 于 XX 中 不 同 的 点 x 和 y, 存在 Ue 4 使 得 (x, y)#gU， 选 取 对 称 的 Ve 4 使 得 VoV CU, 若 


存在 ze V[x] 门 V[y],， 那么 (x, 2z), (z, y)e Vy, 于 是 (x, yj)eYo VCU, 矛盾 . 因此 V[x] 门 V[y]= 作 ， 


故 (X, 7 ) 是 T, 空间 . 因而 (X, 7 ) 是 工 , 空 间 . 国 


设 (X，z ) 是 拓扑 空间 . 若 存在 X 上 的 一 致 结构 4 使 得 4 诱导 的 拓扑 就 是 zr ， 则 称 凡 是 
与 X 的 拓扑 相 容 的 一 致 结构 . 度量 自然 地 诱导 出 一 致 结构 . 设 (X，p ) 是 一 个 度量 空间 ， 


对 于 实数 r>0, 定义 U ,={(x, yeXxX : p(x, yx<r 令 4={UCXxX : 存在 r>0 使 得 


U, CU}, 则 4 是 X 上 的 一 致 结构 (注意 到 UU, oU, CU ,,). 人 称 为 X，Pp) 的 通常 的 一 致 结 


构 . A 的 每 一 个 元 都 是 对 角 线 人 在 积 空 间 XxX 中 的 邻 域 .XxX 的 子 集 族 {U ，:r>0} 是 XX 的 


通常 一 致 结构 的 基 . 对 于 每 一 xeX 及 r>0, U, [x]=B(x, 7), 所 以 4 是 与 XX 的 拓扑 相 容 的 一 致 


结构 . 一 臻 空间 (X，k ) 称 为 可 ( 伪 ) 度 量化 的 ,， 若 存在 X 上 的 ( 伪 ) 度 量 D 使 得 4 是 由 p 诱导 的 
一 致 结构 . 


引 理 4.1.8 (度量 化 引 理 ) 设 {U ,，} 是 积 集 XxX 中 对 称 的 集 列 且 满 足 U ,=Xx X， 


A CU 


aosUnioUnaCU neN, 则 存在 X 上 的 伪 度 量 p 使 得 U, Cc {(x, y)e XxX: p(%, 


5 由 苏联 数学 家 A. N. Kolmogorov(A. H. Konmoropos, 1903-1987) 定 义 ， 他 是 苏联 数学 家 N. Luzin(1883-1950) 
的 学 生 . 
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y)<12” jcCU,，). 


0 , (x,y) ef U, 


, ， 则 (x, y)eU ,当量 
1 eT a 


证 明 定义 函数 fXxX [0 | 


仅 当 f(x, y)<1/2’*， 且 f(x, x)=0, f(x, y)=f(y, x)， 对 于 任意 的 x, yeX， 定 义 p(x, y) 为 所 有 数 


天 
a 的 下 确 界 , 其 中 x6,x1,.…, Xx4 是 和 X 的 任意 有 限 个 点 且 xu=x, x =y 则 p 满足 三 
i=] 


外 不 等 式 , 所 以 p 是 X 上 的 伪 度 量 . 下 面 用 归纳 法 证 明 (*). 


天 
(*) 对 于 X 中 的 任意 有 限 个 点 XO0,X],..., X 及 Xo0=X, X=Yy, 有 fx, y)/2< 0 ). 


i=]1 


若 k=1, 显然 有 (*) 成 立 . 设 当 kx<m(>2) 时 有 (*) 成 立 , 要 证 明 当 k=m 时 (*) 成 立 . 令 


a= 》 Cii,Xi). 如 果 a>1/2， 由 于 fx, y)<1, 所 以 (9 成 立 . 如 果 a<1/2， 车 a=0， 则 对 于 二 1， 
全 | 


， 因 而 Cx， 


Da m 有 fx,,,， x,)=0, 于 是 对 于 每 neN 有 (xX,,, x,)eU 


yeU,oU, ooUm 个 U) 所 以 (x, En 站 NU ， 故 fx, y)=0. 若 0<a<1/2， 那么 或 者 


fx ,xi)<a/2, 或 者 f(x, ,XxX,)<a/2， 由 于 (*) 关 于 x,y 的 对 称 性 ， 不妨 设 f(x , xi)<a/2, 设 


了 j+1 
j 是 使 得 》f(x,%) < a2 的 最 大 自然 数 ， 那么 》f(%i,%) >a2， 从 而 


i=1 i=1 


m 


2_ f(%i,%) < am2. 由 归纳 假设 有 ftx。,， x ,)2 < Df Gn) Ss 2, fe js 


i=j+2 i=1 


x )/2 < > FO Sa 所 以 fx0,x;)<a, f(x， xn)sa 此 外 ,由 于 


计 计 2 


a= 》 f(xi,Xi), 所 以 flx ,x j1)<a. 设 1 是 使 得 1/2' <a 的 最 小 自然 数 , 则 1>2, 有 f(x。， 
i=1 


x SI2 ,fx XiDSL2 fx hxnSl2 从 而 (xo0, x )), (x j, Xj), (Xj Xn )EU,, 
于 是 (x0,x, )=(x, yeU,,， 因 此 f(x,y)< 12 站 <2a， 即 f(x, y)/2 <a， 故 (*) 成 立 . 


由 p 的 定义 及 (*) 有 f(x, y)/2< p(x, y)<f(x,y) 成 立 . 对 于 每 一 nEN， 置 E ,={(x, y)eXxX: 


p(x, y) 1/2”}. 如 果 (x, y)eU ,， 那 么 f(x, y)<1/12”, 于 是 p(x,y)<1/2”, 所 以 (x, y)eE,. 如 
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果 (x, y)eE,，, 那么 p(x,y)<12”, 则 f(x,y)<12”， 所 以 (x,y)eU,j. 故 U，, CE, CU,i 


定理 4.1.9 (Weil 度量 化 定理 [1938]) 一 致 空间 X 可 度量 化 当 且 仅 当 XX 是 T, 空 间 且 X 的 


一 致 结构 具有 可 数 基 . 
证 明 设 一 致 空间 X 是 度量 空间 , 则 由 X 的 度量 自然 诱导 出 的 一 致 结构 具有 可 数 基 . 反 


之 , 设 T, 空 间 X 的 一 致 结构 具有 可 数 基 {U,，} ,wn，, 不 妨 设 U1 =X xX, A= 门 yen UU， 


UnaioeUoeUncU, neN. 则 由 度量 化 引 理 中 构造 的 函数 p 是 X 上 的 度量 且 满 足 


U, C{(, yeXxX: p(x, y) <12" }cCU, i, 于 是 X 上 的 一 致 结构 由 度量 p 所 诱导 ， 故 一 臻 


空间 X 是 可 度量 化 空间 .和 

若 仅 设 一 致 结构 (X，J4) 具 有 可 数 基 , 则 由 4 诱导 的 一 致 拓扑 是 伪 度 量 空间 . 

定理 4.1.10 ”空间 X 的 拓扑 7 是 和 的 一 致 拓扑 当 且 仅 当 (X，z ) 是 完全 正则 空间 . 

证 明 设 X 上 的 拓扑 Tt 由 XX 的 一 致 结构 导出 . 对 于 每 一 xe XX 及 XX 中 不 含有 点 x 的 


闭 集 EE 由 引 理 4.1.5 和 引 理 4.1.6, 存在 Ww 的 由 对 称 开 集 组 成 的 集 列 {U , } 使 得 每 


ne 


Ua oUt CU 有 UI[IxJCXNE 由 引 理 4.1.2，{U,} RN 是 X 上 某 一 一 致 结构 的 子 基 ， 记 


{U, },n 生成 的 X 上 的 一 致 结构 为 v ， 则 一 致 结构 y 具有 可 数 基 . 从 定理 4.1.9,， 由 Y 诱导 


的 X 上 的 拓扑 7 是 伪 度 量 拓扑 , X 上 存在 关于 7 连续 的 实 值 函数 人 X 一 [0, 1] 使 得 f(x)=0 


fXNUIEJC {1}. 这 时 拓扑 精 于 7 ， 所 以 f 关 于 7 连续 ,f(x)=0 且 f(F)=1. 故 (X，7 ) 是 完 


正则 空间 . 


反之 , 设 (X, 7 ) 是 完全 正则 空间 . 让 {p,},s 是 X 上 全 体 连 续 的 ( 即 每 一 p,: XxX 一 [0， 


+%) 是 连续 的 ) 伪 度量 的 集 . 对 于 每 一 seS, r>0, 让 U,,={(x, yeXxX : p,(x, y)<r}. 则 


{U ,，: seS, r>0} 是 X 上 某 个 一 致 结构 4 的 子 基 ， 下面 证 明 7 是 44 的 一 致 拓扑 . 对 于 每 一 


Sr 


xeX, U ,, [xJ=B, (x, Dez. 另 一 方面 , 对 于 任意 的 zeOe r, 由 于 z 是 完全 正则 的 拓扑 ， 


存在 关于 7 连续 的 X 上 的 实 值 函数 f: X 一 [0, 1] 使 得 f(z)=0 且 f(XNO)cC {1}. 定义 


p: 关 XX 一 [0, + ) 使 得 每 一 p(x, y)= 上 f(x)-f(y)|， 则 p 是 关上 连续 的 伪 度 量 , 于 是 存在 seS 使 


得 p=p,. 这 时 zeU,12[z] SO. 故 T 一 致 于 由 4 诱导 的 X 上 的 拓扑 .下 
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一 般 说 来 ,完全 正则 空间 上 可 能 存在 不 同 的 相 容 的 一 致 结构 . 
例 4.1.11 存在 离散 , 但 不 可 度量 化 的 一 致 空间 (Kelley[1955]). 


设 X 是 序数 集 [0，om| ) 对 于 每 一 a<@1, 让 U,={(x,y) eX”:x=y, 或 x>a 且 y>al. 令 


P={U。: a<oli)j, 则 AcU,=U,。U,=U7 ,于 是 有 是 X 上 某 一 一 致 结构 /的 基 . 设 


{W } ian 是 由 的 可 数 族 , 存在 a, <@Oi1 使 得 U。CW ，， 


令 a=sup,evfa,} 则 a<w, 取 as<b<awl,， 则 对 于 每 一 


neN, U, CU, CW,, 于 是 W, FU,, 即 人 没有 可 数 


基 . 


Weil 度量 化 定理 (定理 4.1.9)， 一 致 空间 (X，4 ) 不 


是 可 度量 化 的 . 对 于 每 一 ag w ， 取 asb< w ， 则 


图 不 可 度量 化 的 一 致 空间 


U, [a]={a} 是 由 J 诱导 的 一 致 拓扑 的 开 集 ， 所 以 拓扑 空 


间 X 是 离散 空间 显然 , { A } 也 是 X 上 某 一 一 臻 结构 v 的 基 , 一 致 空间 (X, Vv) 是 可 度量 化 空 
间 ， 由 v 诱导 的 X 上 的 一 致 拓扑 是 离散 拓扑 , 但 是 4 冯 VY, 所 以 X 上 存在 不 同 的 相 容 的 一 致 
结构 . 国 

然而 ， 紧 空间 上 仅 有 唯一 相 容 的 一 致 结构 . 


定理 4.1.12 设 芭 ,7 ) 是 T, 的 紧 拓 扑 空间 . 则 4 是 与 7 相 容 的 一 臻 结构 当 且 仅 当 风 的 


元 是 对 角 线 入 在 积 空间 XxX 中 的 邻 域 . 


证 明 设 4 是 与 7 相 容 的 一 致 结构 . 对 于 每 一 Me 4 ，, 存在 人 的 对 称 元 V 使 得 


VoVoVCM. 设 (x, yeyV, 若 (u, Ve Vx]xV[y], 则 weVvoevewVw 所 以 


VIx] XVIyY] CYoVoV CM, 而 V[x]xV[y] 是 (x, y) 在 积 空 间 XxX 中 的 邻 域 , 于 是 


AcVcM', 因此 M 是 A 在 XxX 中 的 邻 域 . 


反之 , 由 于 (X, 7 ) 是 了 ,的 紧 拓 扑 空 间 , 于 是 (X, 7 ) 是 完全 正则 空间 ， 由 定理 4.1.10, X 


上 存在 与 5 相 容 的 一 致 结构 v， 则 v 的 每 一 元 是 A 在 积 空间 XxX 中 的 邻 域 . 设 V 是 A 在 积 


衬 间 XxX 中 的 邻 域 . 让 B={Bev : B 是 XxX 的 闭 集 }, 由 引 理 4.1.6，B 是 v 的 基 . 若 (&， 


y)e 门 B6,， 由 于 VD 是 x 在 X 中 的 邻 域 , 存在 Be 使 得 B[x]CV[x], 于 是 ye V[x]， 从 而 (x， 


y)eV， 因 此 门 B cvV. 因为 XxX 是 紧 空 间 , 所 以 存在 的 有 限 子 集 {B,} ,<， 使 得 
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门 ,B,CV( 练 习 1.1.2), 故 Vev. 


推论 4.1.13 ”从 TT, 的 紧 一 致 空间 到 一 致 空间 的 每 一 连 


证 明 设 函 数 直 (X，HA) 一 (YY ) 是 连续 的 ,其 中 


Vv ) 也 是 紧 空 间 . 对 于 每 一 Fe Vv， 由 定理 4.1.12, F 


次 


因此 , Vev 当 且 仅 当 V 是 A 在 积 空 间 XxX 中 的 邻 域 . 


(X，J) 是 T, 的 紧 一 臻 空间. 于 是 (Y, 


是 YxY 的 对 角 线 


的 邻 域 . 定义 


9$ 汉 xX 一 >YxYY 为 9 (x,z)=(f(x), f(z)), 则 9 是 连续 的 , 于 是 内“ (P) 是 XxX 的 对 角 线 的 邻 域 ， 


再 由 定理 4.1.12, 办 (pe ,所 以 f 是 一 致 连续 的 . 国 


Weil 的 一 致 空间 理论 是 基于 积 集 XxX 的 子 集 建立 的 , J. Tukey[1940] 利 用 


并 了 与 A. Weil 的 理论 相 平行 的 一 臻 空间 理论 . 


练习 


4.1.1 设 (X，) 是 一 致 空间 . 对 于 X 的 子 集 A， 


U[x] C A}. 


4.1.2 ”验证 引 理 4.1.2. 


4.1.3 验证 引 理 4.1.6 中 的 4 是 一 致 空间 (X，4 ) 的 基 . 


X 的 覆盖 也 建 


E 明 : A "={xeX : 存在 Ue 4 使 得 


4.1.4 设 (X，4) 是 一 臻 空间, p 是 X 上 的 伪 度 量 , 称 p 是 关于 人 一致 的 (uniform with 


respect to WW), 如 果 对 于 每 一 r>0， 存 在 Ue /4 使 得 当 (x, y)eU 时 有 p(x, y)<r. 证 明 : 若 p 是 


X 上 关于 一致 的 伪 度 量 , 则 p:XxX->[0,+oo) 是 连续 的 . 


4.1.5 ” 设 一 臻 空间 (X，W) 具 有 可 数 基 , 利 月 


是 To 空间 , 则 X 是 可 度量 化 的 拓扑 空间 . 


4.1.6 设 (X，) 是 一 


y)eEXxX :p(x,y)<1} CU. 


空间 上 


|L Ue 1， 则 存在 X 


日 Tukey 度量 化 定理 (定理 2.3. 


FEF 关于 一致 的 伪 度 


$4.2 ”拓扑 群 


回忆 群 的 定义 . 设 G 是 


13) 证 明 : 若 X 


卢 3 


量 p 使 得 {(x, 


个 非 空 集合 . G 的 一 个 二 元 运算 “” 是 指 GxG 到 G 的 一 个 函数 . 


若 G 上 存在 一 个 二 元 运算 “满足 下 述 条 件 : 


(GD (xy)'z=x(y*z)，V x, 多 ZEG( 结 合 律 ); 


(G2) 存在 ee G 使 得 对 于 每 一 xeG 有 ex=Xe=x; 


(G3) 对 于 每 一 xeG, 存在 x 1 eG 使 得 xxx !=x :x=e. 


则 称 (G, ) 是 一 个 群 (group), 简 记 为 群 G.e 称 为 群 G 的 单位 元 ,x” 称 为 x 的 逆 元 . 为 了 叙述 的 


简明 起 见 , 对 于 群 (G -) 及 任意 的 x, ye G, 简 记 xy=xy. 若 群 G 关于 二 元 运算 是 对 称 的 ， 即 每 


一 xy=yx， 则 G 称 为 交换 群 (commutative group) 或 Abel 群 (Abel group). 交换 群 称 为 加 群 


(additive group)， 如 果 将 群 的 二 元 运算 叫做 加 法 ， 用 符号 ' 守 ”表示 . 在 加 群 中 ， 单 位 元 e 一 般 
] 0 来 表示 , x 的 逆 元 一 般 用 -x 来 表示 . 19 世纪 末 李 和 群 理论 的 发 展 为 1925 年 起 一 般 拓扑 群 的 
研究 提供 了 充分 的 准备 . 1927 年 波兰 数学 家 下 Leja(1885-1979)[1927] 给 出 了 第 一 个 Hausdorff 
拓扑 群 的 现代 定义 . 

定义 4.2.1 对 于 非 空 集合 G 如 果 G 既是 一 个 群 又 是 一 个 拓扑 空间 ， 并 且 满 足下 述 条 件 ， 


a 


则 称 G 是 一 个 拓扑 群 (topological group): 


(TG1) f(x, y)=xy 是 GxG 一 G 的 连续 函数 ; 


(TG2) g(x)=x 是 G 一 G 的 连续 函数 . 


条 件 (TGD 和 (CTG2) 表 明 群 结构 与 拓扑 结构 是 相 容 的 ， 它 等 价 于 从 积 空间 GxG 到 空间 G 
的 函数 (x, ) -> xy 一 是 连续 的 

类 似 地 , 可 定义 拓扑 环 . 设 非 空 集合 G 称 为 一 个 环 (ing)， 如 果 存在 G 上 的 二 元 运 入 
法) 和"…( 乘 法 ) 满 足 : 

(RD (GD 是 一 个 加 群 


(R2) (G,: ) 关 于 “” 运 算是 封闭 的 且 对 于 G 中 任意 元 a, b,c 有 abc)=(ab)'c( 乘 法 结合 律 ); 


(R3) 对 于 G 中 任意 元 a, b,c 有 a(b+c)=ab+a'c, (b+c)a=b.a+c'a( 分 配 律 )， 
对 于 非 空 集合 G 如 果 G 既是 一 个 环 又 是 一 个 拓扑 空间 ,并 且 满 足下 述 条 件 ， 则 称 G 是 


一 个 拓扑 环 (topological ring): 


(TR1) f(x, y)=x-y 是 GxG 一 G 的 连续 函数 ; 


(TR2) g(x, y)=xy 是 GxG 一 G 的 连续 函数 . 


如 实数 集 民 关于 通常 的 加 法 和 欧 几 里 得 拓扑 是 拓扑 群 ， 记 为 民 , +). 对 于 任 一 群 G 取 离 


散 拓扑 就 成 了 拓扑 群 . 
引 理 4.2.2 拓扑 群 是 齐 性 空间 . 


证 明 设 G 是 拓扑 群 . 考虑 G 到 上 自身 的 右 乘 函 数 . 对 于 每 一 seG 定义 r,:G 一 G 使 得 


151 


T,(x)=xs. 记 必 :G 一 GxG 使 得 四)=(x, s)，9, :GxG 一 G 使 得 9@, (x, s)=xs, 则 r ,= 办 。 内 . 


显然 , $1 和 ,都 是 连续 函数 ,因此 + ,是 连续 的 . 又 有 (r,)”=r ,也 是 连续 的 , 于 是 r ,是 同上 有. 


对 于 任意 的 x,yeG 有 xyeG 且 Ce (x)=y. 故 G 是 齐 性 空间 . 是 


由 此 , 若 如 是 拓扑 群 G 在 单位 元 e 的 邻 域 基 ， 则 对 于 每 一 xeG, {xB : Be2B} 是 G 在 x 


4 邻 域 基 . 设 A,B 是 群 G 的 子 集 , 记 AB={fab :aseA,beB},A-={fa- :aeAl 


定理 4.2.3 (Weil[1936]) 拓 扑 群 是 一 致 空间 . 


证 明 设 (G 7 ) 是 拓扑 群 . 让 如 是 G 的 单位 元 e 的 邻 域 基 . 对 于 每 一 Be B, 令 B, ={(x， 


y)eGxG:x 1yeB)}, 则 (B,) 1=(B 1)). 令 4={UCcGxG: 存在 Be2B 使 得 B,CcU}, 则 4 


是 G 上 的 一 致 结构 . 为 此 只 须 证 明 对 于 每 BeB 存在 VeB 使 得 Vjo V)cB,. 定义 


f:G xG 一 G 使 得 每 一 f(x, y)=xy. 由 拓扑 群 的 条 件 (TG1),f 是 连续 函数 ,而 fle, ej=esB， 所 以 


存在 Ve © 使 得 f(V xV)=VV CB. 设 (x, y) eVjoV,， 存在 zeG 使 得 xzsV 且 zyeV 于 


是 xy=(Gx DC eVVCB, 所 以 (x,y)eB,. 故 VioV,CB，. 


对 于 每 一 xe G, {B, [x] : Be2} 是 一 臻 结构 4 的 拓扑 在 x 的 邻 域 基 . 由 于 每 一 B, [x]=xB 


且 {xB :Be2B} 是 7 在 x 的 邻 域 基 , 故 z 就 是 由 4 诱导 的 一 臻 拓扑. 因此, 拓扑 群 G 是 一 致 空 
间 . 上 

定理 4.2.3 中 的 一 致 结构 称 为 G 上 的 左 一 致 结构 (left uniformity). 

推论 4.2.4 拓扑 群 是 完全 正则 空间 . 国 

推论 4.2.5 (Birkhoff 度量 化 定理 [1936]) 拓 扑 群 是 可 度量 化 空间 当 且 仅 当 它 是 第 一 可 数 


的 T, 空 间 . 


证 明 只 须 证 明 充分 性 . 设 拓扑 群 (G，Fr ) 是 第 一 可 数 的 T, 空 间 . 让 {B , } 是 G 在 单 


位 元 e 的 可 数 邻 域 基 . 对 了 neN, 邻 U,={(x,y)jeGxG:x yeB,}. 由 定理 4.2.3 的 证 


明知 ,{U, } ,是 G 上 一 致 结构 的 基 , 于 是 Tu 空间 G 的 一 致 结构 具有 可 数 基 . 由 Weil 度量 


化 定理 (定理 4.1.9), G 是 可 度量 化 空间 . 国 


?5 美国 数学 家 Garrett Birkhoff(1911-1996)， 他 的 父亲 是 数学 家 George David Birkhoff(1884-1944)( 法 国 数学 
家 JH. Poincar(1854-1912) 和 美国 数学 家 E. H. Moore(1862-1932) 的 学 生 ). 


152 


为 了 今后 的 应 用 ， 下 面 介 绍 与 拓扑 群 相关 的 拓扑 向 量 空间 . 本 和 
性 空间 . 对 于 非 空 集合 G 设 (G +) 是 线性 空间 且 (G, 7 ) 是 拓扑 空间 ， 如 果 满 足下 述 条 件 : 
(TV1) 乘 


(TV2) 乘 


只 空间 Gx G 到 空间 G 的 函数 (x, y) F> x+y 是 连续 的 ; 


只 空间 展 x G 到 空间 G 的 函数 (1, x)FP rx 是 连续 的 . 


世上 只 讨论 实数 域 及 上 的 线 


则 称 G 是 一 个 拓扑 向 量 空间 (topological vector space). 拓扑 向 量 空间 也 称 为 线性 拓扑 空间 


(linear topological spaces). 条 件 (TV1) 和 (TV2) 表 明 G 的 线 特 
时 为 了 标明 G 取 拓 扑 z 也 把 拓扑 向 
引 理 4.2.6 ”拓扑 向 量 空 间 是 拓 才 


4.2.1 


量 空 间 记 为 


:和 群 . 国 


(G, TT). 


练习 


FE 运算 关于 G 的 拓扑 是 连续 的 . 有 


设 G 是 拓扑 群 . 考虑 G 到 自身 的 左 乘 函数 . 对 于 每 一 seG， 定义 1,:G 一 G 使 得 


1, (x)=sx. 证 明 : 左 乘 函数 是 同 胚 . 


4.2.2 


(1) 大 A 是 G 的 天 


(2) 大 A 是 G 的 天 


4.2.3 


设 G 是 拓扑 群 ,A,B 是 G 的 子 集 ,xsG 那么 


F 集 ， 则 AB 和 BA 都 是 G 的 开 集 : 


(3) 若 A,B 都 是 G 的 紧 集 , 则 AB 是 G 的 紧 集 . 


F 集 ( 闭 集 )， 则 Ax 和 xA 也 是 G 的 开 集 ( 闭 集 ): 


设 G 是 拓扑 群 ， 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(1) G 是 T, 空间 ; 


(2) G 是 完全 正则 空间 ; 


(3) {e} 是 闭 集 . 


4.2.4 在 定理 4.2.3 的 证 明 中 者 以 B ,={C y)eGxG :xy”eB}, 则 同样 生成 G 上 的 一 


致 结构 ( 右 


4.2.5 


致 结构 ). 


Tukey 度量 化 定理 ( 定 怕 


2.3.13) 训 


E 明 Birkhoff 度量 化 定理 


6 


E 论 4.2.5). 
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计 
几 
车 
小 
加 
下 


节 介 绍 函数 空间 的 拓扑 . 对 于 空间 X 和 LI, 记 C(X, D) 是 从 X 到 L 的 全 


$4.3 ” 集 开 拓扑 


体 连续 函数 的 集合 . 在 不 引起 混淆 时 也 记 CCX,，D)=CCO， 而 对 于 实数 空间 月 , 总 是 记 


C(X)=C(X,， 民 ). 对 于 ACX 和 BCL， 记 [A, BJ]={fe C(X, L) : f(A) CB}. 易 验 证 [A， 


B, NNB, 1=[A, Bi]fN[A, B ,1, 


[{x}, BJ]=[x, B]. 


加 | 


忆 网 络 的 概念 (定义 2.3.6). 设 X 是 拓扑 空间 , X 的 非 空子 集 的 族 c 称 为 X 的 网 络 ， 若 


[A1 UA, ,BJ]=[Ai,B] 门 [A,,B]. 如 果 xeX 且 BcL, 简 记 


对 于 每 一 xeX 及 x 在 X 中 的 邻 域 U, 存在 Ae a 使 得 xeAcU. 若 X 的 网 络 w 中 的 每 一 元 


是 X 的 闭 集 ( 紧 集 ), 则 称 a 是 X 的 闭 网 络 ( 紧 网 络 ). 


定义 4.3.1 C(X, LL) 的 拓扑 称 为 集 开拓 扑 (set-open topology; Arens, Dugundji[1951])， 如 


果 存 在 空间 X 的 闭 网 络 a 使 得 6 ={[A, V] :Asw 且 V 是 L 中 的 开 集 } 作 为 这 拓扑 的 子 基 . 具 


(underlying topological space) 或 底 空 间 . 6 称 为 C。(CX, DL) 的 基本 子 基 (basic subbase), 而 6 中 


Cs (ZzD, 其 中 B=Qy. 


有 限 个 元 的 交集 称 为 C。(X, D) 的 基本 开 集 . 如 果 乙 是 X 的 子 空间 , 那么 


有 这 拓扑 的 连续 函数 空间 (space of continuous functions) 记 为 C。(CX, LDL). X 称 为 底 拓 扑 空间 


Sa 


] C_， (ZJ 表示 


如 果 将 X 的 闭 网 络 取 为 X 的 有 限 集 ( 或 单 点 集 ) 的 全 体 , 所 生成 的 C(X, D) 的 集 开 拓扑 称 


为 点 开拓 扑 (point-open topology) 或 点 态 收敛 拓扑 (或 点 式 收敛 拓扑 ，pointwise convergence 


topology 或 topology of pointwise convergence)， 具有 这 拓扑 的 连续 函数 空间 记 为 C , (X, 了 ). 


男 一 方面 , 如 果 将 X 的 闭 网 络 取 为 X 的 所 有 非 空 紧 集 的 全 体 , 所 生成 的 C(X, 民 ) 的 集 开 拓扑 


称 为 紧 开 拓扑 (compact-open topology) 或 紧 收 敛 拓扑 (topology of compact convergence), 其 有 


这 拓扑 的 连续 函数 空间 记 为 C, (X, DD). A. Arhangel’skii 等 俄罗斯 学 者 主要 关心 空间 C » (X, R) 


的 拓扑 性 质 , 而 R.A. McCoy 等 学 者 主要 关心 Ci (X, RR) 的 拓扑 性 质 . 对 于 空间 C。 (X, DD) 的 系 


统 研究 起 始 于 R.A. McCoy 和 工 Ntantu[1985]. 


可 以 从 Tychonoff 积 空间 的 角度 来 理解 点 态 收敛 拓扑 . 设 X 是 一 个 集合 ,LL 是 一 个 拓扑 空 


间 . 从 X 到 工 的 所 有 函数 构成 的 集合 记 为 L*, LX 也 是 第 卡 儿 积 集 [,.x L,，， 其 中 


站 


154 


L ,=L. 对 于 每 一 xeX, 让 p,: Lx_>L ,为 LX 到 第 x 个 坐标 空间 的 投影 即 对 于 任意 的 


feL”,p, (f=f(x). LX” 的 积 拓扑 ( 见 引 理 1.1.11 前 ) 是 以 S={p，(U) : xe X, U 是 LL 中 的 开 集 } 


为 子 基 生 成 的 拓扑 . 由 于 积 空间 LX 中 的 收敛 是 依 坐 标 收敛 , 于 是 把 LX 的 拓扑 7t 称 为 LX 的 


点 态 收 敛 拓扑 ,而 空间 (L”，7 ) 称 为 从 集合 X 到 空间 工 的 具有 点 态 收敛 拓 扑 的 函数 空间 


(function space). 注意 到 在 C(X, DD 中 pi(U)=[x, U]， 所 以 工 < 的 子 集 CCX, DJ 在 上 述 两 种 方式 


定义 下 作为 具有 点 态 收 敛 拓扑 的 连续 函数 空间 是 一 致 的 . 
对 于 空间 六 和 L, 记 X<L, 如 果 久 和 工 是 同一 集合 且 工 的 拓扑 是 较 精 于 X 的 拓扑. 


定理 4.3.2 如 果 Q 是 空间 X 的 闭 网 络 , 则 C, (X, DEC。 (CX, 世 ) 


证 明 对 于 每 一 xeX 及 L 的 开 集 V 若 fe[x, V], 那么 f(x)e V, 于 是 存在 Ae Q 使 得 


xeAcf 1(V)， 从 而 fe [A, VJC[x, V], 所 以 [x, V] 是 C CX D) 的 开 集 . 故 C ,CC DEC。 (X, 


的 到 | 


络 生成 的 集 


拓 


因此 , 点 态 收 敛 拓 扑 是 最 小 的 集 开拓 扑 . 最 大 的 集 开 拓扑 是 取 所 有 的 非 空 逆 集 组 成 的 网 


扑 . 具有 最 大 的 集 开 拓扑 的 连续 函数 空间 记 为 C, (X, D). 显然 C , (X, 


LD)<C, (X, 1) <C, CD) 


下 面 讨论 集 


拓扑 的 分 离 性 . 由 于 C , (X, 是 积 空间 LX 的 子 空间 , 所 以 车 L 是 To 空 


间 (T, 空间 , T, 空间 ， 正 则 空间 ,完全 正则 空间 ), 则 C, (X, DD 也 是 T, 空 间 (T, 空间 , T, 空间 ， 


正则 空间 , 完 


全 正则 空间 ). 


引 理 4.3.3 


[A,B] 是 具有 点 态 收敛 拓扑 的 空间 LX 的 闭 集 . 


证 明 显然 ， 


设 X 是 一 个 集合 , L 是 一 个 拓扑 空间 . 若 A 是 X 的 子 集 , B 是 工 的 闭 集 ， 则 


[A, B]= 门 .a [x, B]. 对 于 每 一 xeA, [x, BJ=L*\[x, NB] 是 LX 的 闭 集 , 


所 以 [A,B] 是 工 < 的 闭 集 . 国 


显然 , 在 子 空间 C(X, DL) 中 对 于 工 的 闭 集 B, [A, B] 是 C。(X, D) 的 财 集 ; 如 果 Q 是 空间 X 


的 闭 网 络 , 由 


定 民 


4.3.2, [A, B] 也 是 C。CG, D) 的 闭 集 . 


引 理 4.3.4 设 w 是 空间 X 的 紧 网 络 , As a. 定义 g: C,(X, 了 一 I 使 得 g(f)=sup ,_, f(x), 
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则 g 是 连续 函数 . 


证 明 ” 设 (a, b) 是 R 中 的 任意 开 区 间 . 由 A 的 紧 性 , sup f(x)<b 当 且 仅 当 对 于 每 一 xe A 


有 f(x)<b. 邻 F={yel:y<a},B={yel:y<b}, 则 g (INNGa, b))=(C, (X, DNIA, FD)N [A, Bl. 


引 理 4.3.3, g_”(I 门 (a; b)) 是 C,(X, 了) 的 开 集 , 所 以 g 是 连续 的 . 国 


定理 4.3.5 (Arens[1946]) 若 w 是 空间 X 的 闭 网 络 , 工 是 T， 空间 , 则 C , (X, DD) 是 T, 空间 . 


若是 空间 X 的 紧 网 络 ,LL 是 完全 正则 空间 则 C。(X, DD 是 完全 正则 空间 . 


证 明 设 工 是 T; 空间, 则 C,(X, 攻 是 T, 空间 , 则 定理 4.3.2,C,(X, 攻 是 T, 空间 . 


设 a 是 空间 X 的 紧 网 络 , [A, V] 是 空间 C, (X, LDL) 的 基本 子 基 中 的 元 且 fe[A, V]. 因为 工 


是 完全 正则 空间 且 紧 集 f(A)c Vv, 存在 8 eC(L, 了 DD) 使 得 $ f(A))={0} 昌 0 (CNV)c {1}, 定义 


6 : C,(X, DL) 一 I 使 得 对 于 每 一 heC, (X, LL) 有 6 (h)=sup ,.。9 (h(x))， 由 引 理 4.3.4， 


6 (bh)=go 9 (由 ) 是 连续 的 且 6 (D=0. 如 果 heC,(X, DN[A, V], 则 存在 xe A 使 得 hooeLN 


V, 于 是 $ (h(x))=1, 所 以 6 (Cs (X, DN[A, VD])c{1}. 故 C,(X, 攻 是 完全 正则 空间 .时 


定理 4.3.6 若 X 是 完全 正则 空间 则 C , CO) 是 Tychonoff 积 空间 R” 的 稠密 子 空间 . 


证 明 ”只 须 证 明 积 空间 R ”中 的 任何 一 个 非 空 开 集中 都 含有 C , (X) 中 的 元 , 为 此 又 只 须 


证 明 在 RX 的 每 一 个 基本 开 集 都 含有 C ,CO 中 的 元 ， 


pa 


由 于 S={p(U) : xe X, U 是 RR 中 的 开 集 } 是 RR* 的 子 基 , 对 于 民 * 的 基本 开 集 W， 记 


W= 站 cp (U) 其 中 对 于 i<n, x; eX 且 U, 是 R 中 的 非 空 开 集 , 不 妨 设 x; 是 互 不 相同 的 , 


取 定 r; eU ;NN{1}. 由 于 X 是 完全 正则 空间 ,存在 连续 函数 g; 又 一 及 使 得 g,(x;)=r; 且 当 


j 关 i 时 有 g,(x ))=1. 定义 gX 一 及 使 得 g(x)=g1C)g ,C0)…g, (%), 则 geC,(X) 且 每 一 


g(xX;)=r; EeU,, 于 是 geC,(X,R) 站 W. 因而 C,CX3)=R*. 目 


定理 4.3.7 设 w 和 是 完全 正则 空间 X 的 闭 网 络 , 若 T 空间 工 中 含有 非 平 凡 的 道路 且 


C,(X, D<sCcy GD, 则 c 的 每 一 元 含 于 B 的 元 的 有 限 并 中 
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证 明 设 p:I-* 世 是 工 中 的 道路 且 p(0) 关 p(1),， 让 f 是 从 X 到 p(0) 的 常 值 函数 且 V=L、 


{p(1D)}. 对 于 每 一 Ae w,[A,V] 是 f 在 C。(CX,D) 中 的 邻 域 , 于 是 [A, V] 是 f 在 Cy (X, D 中 的 邻 


域 , 从 而 存在 f 在 Cy (X, D) 中 的 基本 邻 域 W= 站 Bi， Vi] 三 [A, V]. 这 时 p(0)e Vj(i<n). 


X 的 完全 正则 性 ， 存 在 ge C(X, 了 使 


令 B=U ,.,B,, 则 AcB. 若 不 然则 存在 xeANB， 


全 
I 


得 g(B)={0} 且 g(x)=1, 于 是 po ge WNA,V], 矛盾 . 因此 AcCU ,,B.. 上 有 


推论 4.3.8 设 X 是 完全 正则 空间 且 Ti 空间 L 含有 非 平凡 的 道路 , 那么 空间 C ，(X， 


LL)=C , (X, DD) 当日 仅 当 空间 X 的 每 一 紧 集 是 有 限 集 ; 空间 C, (X, D)=C , (X, 攻 ) 当 且 仅 当 XX 是 


紧 空间 . 


证 明 若 C,(X)=C, (X)， 由 定理 4.3.7, X 的 每 一 紧 集 是 有 限 集 . 反之 , 若 空间 X 的 每 一 


紧 集 是 有 限 集 , 于 是 Ck (X) 的 基本 子 基 中 的 元 [K, V] 是 C,， (X) 的 开 集 , 所 以 CCO SC , (X)， 


再 由 定理 4.3.2, C, CO <C CO, 所 以 C ,60=C, C00. 


若 Ci (X)=C,, (X), 由 定理 4.3.7, X 是 紧 空间 . 若 X 是 紧 空 间 ， 由 紧 开 拓扑 的 定义 ， 


CeCO=C CO. 国 


例 4.3.9 设 D={0, 1} 赋 了 予 离散 拓扑 ， 则 C(I D) 是 二 元 集 . 于 是 C , (1, D) 不 是 Tychonoff 


积 空 间 D 的 稠密 子 集 ， 并 且 C , (IL, D)=C, (LL, D), 但 是 I 是 无 限 的 紧 空间 . 重 


例 4.3.10 设 X=[0，3],， B=[1, 2]. 置 w ={{fxzj) : xseXIU 人 XI，8=aw U {B}. 则 


C,(X)C B (X)(Arhangel’skii[1995]). 


证 明 设 V=RN{1),G={feC,(X):1gf(B)}=[B,V]. 则 G 是 Cy(X) 的 开 集 取 定 函数 


fe C(X) 使 得 f(B)=0 且 f(0)=1. 设 G 是 C。 (CX) 的 开 集 , 则 存在 C。 CO 的 基本 开 集 [A,, W, ]i < 


使 得 fe 门 ,1[A,, W,;]cG 不 妨 设 A|=X. 由 于 fe[X, Wi], 所 以 1ef(X)c W1. 由 c 的 定 


义 , 设 当 1<i<k 时 有 A,={x,;}, 于 是 存在 yeB、N{x，: 1<i<k}. 让 Y 是 及 中 含有 点 1， 


f(x ; )(1<i< k) 的 最 小 区 间 . 取 定 函数 geC(X, Y) 使 得 g(y)=1, g(x;)=f(x ;)e W ,(1<i<k). 因为 
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X 是 连通 的 , 所 以 f(X) 是 民 的 连通 子 空间 , 于 是 g(X) 生 YCf(X)C Wi, 从 而 ge fn jlA,, 


pA 


W,]. 但 是 1=g(y)eg(B)， 则 gg G, 矛盾 . 因而 , G 不 是 C, (X) 的 开 集 , 好 CX)zCp(X). 自 


空间 X 的 闭 网 络 a 称 为 遗传 闭 的 (hereditarily closed)， 若 a 的 每 一 元 的 每 一 非 空 闭 集 仍 


是 a 的 元 . 


L 上 附加 的 代数 结构 常 诱导 C(X, LL) 上 相应 的 结构 . 例如 , 如 果 (L,，+) 是 拓扑 群 , 对 于 每 


一 f, geC(X, LL), 定义 ftrge C(X, LL) 使 得 每 一 (f+g)(x)=f(x)+g(x)， 则 工 上 的 群 结构 诱导 了 C(X,， 
LDL) 上 的 群 结构 . 
若 (L, +) 是 拓扑 群 ,A 和 B 是 世 的 子 集 ,zsL, 记 A+B={x+y : xe A, yeB}, -A={-x : xe A), 


Zz+A={Zz+x :XE A}). 


定理 4.3.11 若 w 是 正则 空间 X 的 遗传 闭 的 紧 网 络 , G 是 拓扑 群 , 则 C。(X, G) 也 是 拓扑 


群 . 
证 明 (G +) 是 一 个 拓扑 群 ， 诱导 了 CCX G) 上 的 二 元 运算 4”. (C(X, G), +) 是 一 个 群 . 下 


面 证 明 从 积 空间 C,(X, G)xC, (X, G) 到 空间 C,(X, G) 的 函数 (f, g) 一 fg 是 连续 的 . 对 于 每 


一 AeQ 及 G 的 开 集 V, 设 fge [A, V]. 对 于 每 一 xeA, 那么 f(x)-g(x)e V， 由 于 从 GxG 到 


G 的 函数 (y, z) 户 y-z 是 连续 的 , 存在 G 的 分 别 包 含 f(x) 和 g(x) 的 开 集 U ,和 W , 使 得 


U,-W, CV 再 由 f 和 8g 的 连续 性 及 X 的 正则 性 ,存在 x 在 六 中 的 闭 邻 域 F, 使 得 fF ,)CU， 


且 g(F,)CcW,. 因为 A 是 X 的 紧 集 , A 的 覆盖 {F,} ,存在 有 限 子 履 盖 {F， jw .定义 


S= 门 ;, [ANF, ,UD ],T= 门 ,os[ANF,, WJ], 则 S 和 TT 分 别 是 f 和 g 在 C。(X,G) 中 的 邻 


域 有 S-TCc [A,V]. 事实 上 , 设 heS-T 则 存在 seS 和 teT 使 得 h=s- 对 于 每 一 xe A， 存 在 


ieN 使 得 xeF,, 于 是 ho0=sCO-tCOOsU -WCyV, 所 以 he[A,V] 故 C。(X,G) 是 拓扑 群 . 


让 f (表示 空间 X 上 的 零 函 数 ， 即 fy (X)={0}cC 民 . 如 果 @ 是 XX 的 关于 有 限 并 封闭 的 闭 网 


络 , W= 门 ,, [B,,V)] 是 fl 的 基本 邻 域 , 让 B=U ,.,B,, V= 门 


i<sn- -i? i<n 


V,, 那么 BEw 且 0esV 于 


是 fo e[B, VjCW. 因而 B ,={[A,V]:Aeaw,V 是 R 中 0 的 开 邻 域 } 是 fu 在 C。(CO 中 的 邻 域 


基 . 当 C 还 是 正则 空间 X 上 遗传 闭 的 紧 网 络 时 , 由 定理 4.3.11 和 引 理 4.2.2, C 。(X, 了 是 齐 性 


158 


空间 , 于 是 C,(X, 民 ) 在 任 一 点 f 的 邻 域 基 为 什 PP ，,. 


引 理 4.3.12 阁 是 正则 空间 X 的 遗传 闭 的 紧 网 络 ，6 是 空间 工 的 子 基 , 则 {[A, S] : 


Ascw,Seo0} 是 C。(GCX, ID) 的 子 基 . 


证 明 ”对 于 每 一 Ae w, 让 V 是 工 的 开 集 且 fe[A,V]. 对 于 每 一 xeA， 由 于 f(x)eV, 存 


在 6 的 有 限 子 集 6 , 使 得 f(x)e 门 6 ,cvV, 于 是 存在 X 的 开 集 U ,使 得 


xceU cUycf-na6 ,). 因为 A 是 义 的 紧 集 ,A 的 开 覆 盖 {U,} ,存在 有 限 子 覆盖 


{U,}im. 让 W=N{[ANU;s, S] :izn, Se6 ,}= 门 jy [ANU;, ns ,], 那么 


fe Wc 门 ,, [AN Us; ,VJ=[A, V]. 所 以 {[A, S]:Ae ,Se6 } 是 C, (XD 的 子 基 . 目 


练习 


4.3.1 若 a 是 空间 X 的 闭 网 络 ，B 是 c 中 任意 有 限 个 元 并 组 成 的 集 族 ， 则 对 于 每 一 空 


间 LL, C, (X, L)=C p(X, L). 


4.3.2 若 a 是 空间 X 的 紧 网 络 ,L 是 正则 空间 , 则 C。(CX, 了 DD 是 正则 空间 . 


4.3.3 ” 设 Q 和 是 空间 X 的 闭 网 络 , 若 C 的 每 一 元 含 于 的 元 的 有 限 并 中 且 是 遗传 


闭 的 , 则 C, (X, D < Cy (X, LD). 


4.3.4 设 义 是 局 部 紧 的 T, 空间 , 令 B={B :B 是 X 的 非 裕 开 集 且 B 是 X 的 紧 集 }, 则 


Ci (X, D=C 5 (X, L). 


4.3.5 设 C 是 正则 空间 X 的 遗传 闭 的 紧 网 络 , G 是 拓扑 环 , 则 C 。(CX, G) 也 是 拓扑 环 . 


$4.4 一 致 收敛 拓扑 


设 % 是 空间 X 的 闭 网 络 ，A 是 与 空间 工 的 拓扑 相 容 的 一 致 结构 . 由 X 的 闭 网 络 w 和 上 工 


的 一 致 结构 4 可 诱导 CCX, LL) 上 的 一 致 结构 ， 进 而 诱导 CCX, DJ) 上 的 一 致 拓扑 . 


对 于 每 一 Ae a 和 Me 1, 定义 M (A)={(f, g)eC(X, L)xC(X, L) : 对 于 每 一 xeA 有 


(f(x), g(x)) eM}. 易 验 证 , { M (A) :As a, Me 4 是 CC ID 上 某 一 一 致 结构 的 子 基 (注意 到 
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A CC MA) MA)1=MIOA); 车 VoVcCM, 则 V(A)。 VA) cM (A)). 如 果 w 是 关于 有 限 


(UNV) “(AUB)c UN VB)). 


并 封闭 的 , 那么 { M (A) : Asw, Meh} 是 C(X, L) 上 某 致 结构 的 基 ( 注 意 到 


这 一 致 结构 诱导 的 CCX, L) 上 的 一 致 拓扑 称 为 a 上 


(关于 4 ) 的 一 至 拓扑 或 a 上 (关于 ) 的 一 致 收敛 拓扑 (topology of uniform convergence)， 相 应 


M (A)[f]={ge CX, L) : (f, g)e M (A)}, 有 


邻 域 子 基 . C(X, D) 的 子 集 W 是 C。, (X, 攻 ) 的 玫 


和 {M,;} ic, CC 人 使 号 和 i<n M,(A IH EW. 


的 (拓扑 ) 空 间 记 为 C,, (X, D. 对 于 每 一 Ascw, ME 人 和 fseCX LDL， 那么 


I{ M (AJ)[ :Ae ,Me 是 f 在 C,,(X, 了 DD 中 的 


F 集 当 且 仅 当 对 于 每 一 fe W, 存在 {A,} ;Ca 


如 果 Xe wa, 记 C, (X, D=C。 (X, DDD). C, (X, DD) 上 的 拓扑 称 为 (关于 44) 的 一 致 拓扑 或 


C(X, 攻 ) 的 子 集 W 是 C , (X, 攻 ) 的 7 


定理 4.4.1 设 a 和 是 完全 


入 


| 仅 当 对 于 每 一 fe W, 存在 Me 人 使 得 M [f] CW. 


的 相 容 的 一 致 结构 , 那么 C 


a 


证 明 充分 性 (没有 利用 X 的 完全 正则 怕 


(X, D) <Cg ,(X, D) 当 


正则 空间 X 的 闭 网 络 且 4 是 含有 非 平凡 道路 的 T, 空间 工 


日 仅 当 c 的 每 一 元 含 于 PB 的 元 的 有 限 并 


feC(X). 则 存在 {B,} ,,, C PB 使 得 AcU,.,B,. 


E 及 工 含有 非 平凡 的 道路 ). 设 Asw, Me 


于 MU izn Bi )= 站 i<n M (B,), 于 是 


MN; MB UMN ;jo, M EB, YM MU ;BMS M OAM, 所 以 Co CO<Co CO 


必要 性 . 设 p:I 一 LL 是 LL 中 的 道路 | 


p(1)gM. 让 f 是 从 X 到 p(0) 的 


日 p(0)p(1), 1 


直 函 数 . 对 于 每 一 As a, 由 于 C 


于 工 是 T， 空间 , 存在 Me 人 使 得 (p(0)， 


CO<Cp 0), 


an 


M (A)[ 是 了 在 Cy, CO 中 的 邻 域 , 于 是 存在 f 在 Cp, CO 中 的 基本 邻 域 W= 门 ,, F ; (Bj) 四 


使 得 Wc M (A)[. 令 B=U ,.,B,, 则 Ac B. 若 不 然 , 则 存在 xe ANB， 由 XX 的 完全 正则 性 , 


存在 gsC(CX, 了 使 得 gB)={0} 且 g(x)=1, 于 是 pogeWNM (AIG 矛盾 . 因此 AcU ,,,B，,. 


由 上 述 定理 的 充分 性 , 若 w 是 空间 X 的 闭 网 络 且 4 是 空间 工 的 相 容 的 一 致 结构 ,那么 


Cn CD<SCw(CX, ID). 集 开拓 扑 与 一 致 拓扑 有 下 述 基 本 关系 . 


定理 4.4.2 ” 设 % 是 空间 X 的 紧 网 络 且 4 是 空间 L 上 相 容 的 一 致 结构 ,那么 C。 (X， 


L) <C。, (X, LD). 如 果 更 设 w 是 遗传 闭 的 , 那么 C, (X, D=C 。，(CX, D). 


证 明 设 Ae a,V 是 的 开 集 日 fe[A,V]. 对 于 每 一 xeA,f(x)eV, 所 以 存在 Me 


使 得 M [f(x)] CV, 选取 FF, e 44 使 得 F,oF, CM ,. 由 于 f(A) 是 L 的 紧 集 于 是 f(A) 的 覆 


盖 {F , [f(x)]} 。A 存在 有 限 子 覆 盖 {F， [f(x ;)]} js. 定义 FE 站 js,F,, 则 Fe 4. 下面 证 明 


F(A)[fc[A, V]. 让 ge F(A)[ 和 上 且 xeA, 由 于 foeU FE， [f(x;)]， 存在 i<n 使 得 


f(x) esF 。 [fx ;)] 于 是 (Cx;), f(x) esF 。, 因为 (KoO，gCO)sFcE。， 所 以 (fc ，)， 


gCO)sFE，。F，CM,， 从 而 gsM， [fx)cV 故 gs[A,V]. 因此 C。GC9O<sC。 GO. 


如 果 更 设 w 是 遗传 闭 的 , 设 As w, Me 4 有 且 feC(X). 让 下 是 4 的 闭 的 对 称 元 且 


FoFoFCM. 因为 f(A) 是 LL 的 紧 集 ,于 是 f(A) 的 覆盖 {F[f(x)]} ,存在 有 限 子 覆盖 


{F[f(x ;)]} ;,. 对 于 每 一 i<n， 定 义 A,=AN 几 f7(F[f(x ,))， 由 于 c 是 遗传 闭 的 , 所 以 A, e Q. 


让 V ,=((F°o Dlfx;)]) , W= 人 N 


jn [人 A;,，V;]， 那么 W 是 C,(X) 的 开 集 . 下 面 证 明 


fe WC M (A)[f]. 因为 每 一 FIfx ,)]c {yeL : 存在 He kL 使 得 HIy] CFoP[fGx,)]}=V ,( 练 


习 4.1.1), 所 以 f(A;)=f(A)NFIfGx,)]CV,, 于 是 feW. 为 了 证 明 Wc MCA) 让 geW 


x Ee A， 则 存在 i <n 使 得 f(x) e F[f(x , )], 于 是 (f(x ,), f(x))eF 且 xeA;,， 从 而 


g(x)e V, C(FoP)[fC, ),， 因此 (f(x,), g(x)) e Fo F. 因为 F 是 对 称 的 , (f(x), g(x))e Fo FoF C M， 


故 ge MA. 因此 C。, CO<C。CO. 四 


定理 4.4.2 表明 , 阁 44 是 空间 L 上 相 容 的 一 致 结构 , 那么 Cj (X, D)=Ck wy (X, LD)， 所 以 紧 


开拓 扑 也 是 紧 集 上 的 一 致 收敛 拓扑 . 由 定理 4.4.1 和 定理 4.4.2 可 得 下 述 推论 . 


推论 44.3 设 a 是 空间 X 的 紧 网 络 且 是 空间 L 上 相 容 的 一 臻 结构, 则 C 。(X， 


D<C,X,D.E 
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推论 4.4.4 ”完全 正则 空 


间 X 是 


紧 空 间 当 


日 仅 当 对 于 含有 非 平 


一 相 容 的 一 致 结构 4 有 C, (X, 了 DD=C (CX, ID) 


证 明 ”如果 X 是 紧 空 


定理 4.4.2, C 


ku 


瑟 | 


理 4.4.2,C 


推论 4.4.5 若 X 是 T， 紧 空 


证 明 | 


Cu (X, R)=Ci (X, R), 再 由 Weil 


zs 间 ， 对 于 空 


于 及 是 度量 空间 , 所 以 C , (X, 


L 上 相 容 的 一 致 结构 了 有 C，,CO=C (9, 设 C 和 


间 ， 则 C ，CX， 


民 ) 是 度量 


度量 化 定理 ( 定 天 


E 4.1.9) 和 定理 


zn CO=C, CO=C 4 (X)<C4, CX)， 再 由 定理 4.4.1,X 是 紧 空 


空间 . 


凡 道 路 的 工 ， 


E 间 L 上 每 一 相 容 的 一 臻 结构 4 有 C, (X)=C， 


(X)=Ci (X)， 所 以 C, (X)=C , (X). 为 一 方面 若 对 于 含有 非 平凡 道路 的 空 


间 . 里 


枢 ) 的 一 致 结构 具有 可 数 基 , 又 | 


空间 L 上 每 


(X). 再 


是 空间 X 的 闭 网 络 且 Xe x ， 由 定义 及 定 


E 论 4.4.4， 


84.3.5, C , (X, 下) 是 度量 空间 . 


一 种 特别 的 一 致 拓扑 是 上 确 界 度量 拓扑 (supremum metric topology). 设 LL 是 度量 空间 . 


不 妨 设 p 是 L 的 有 界 度量 (定理 


2.1.7), 由 Pp 诱导 C(X, ID) 的 度量 万 定义 如 下 ，D : CX, 


LL) xC(X, D) 一 [0, +zo) 使 得 对 于 任意 的 人 ge C(X, D，5 4 g)=sup x P (f(x), g(x)), 则 万 是 


C(X, 也) 的 度量 ， 


称 D 为 C(X, 癌 的 上 确 界 度 


上 Tw 


uniform convergence). | 


扑 空间 记 为 C 。(X, LL). 


度量 自然 诱导 
的 CCK, D) 的 一 致 拓扑 是 相同 的 . 
定理 4.4.6 ”对 于 空 


那么 C, (X, LD)=C , (X, LD). 


证 明 ”对 于 每 一 >0, 让 M,={(s, teLxL: pl(s, D0<el. 


致 结构 4 的 基 . 设 feC(X) 及 Ee >0, 下 


那么 5 (fg)<& ,因而 对 于 每 一 xeX 有 p (fCx), g(x))<e ,于 是 (f(x), g(x0)eM 。， 


geM,, 


上 界 度量 诱导 的 C(X, 了 的 拓扑 利 


间 X, 如 果 p 是 L 上 的 有 
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界 度 


量 (supremum metric) 或 一 致 收敛 度量 


致 结构 . 在 C(X, ID 的 上 确 界 度量 拓扑 与 ! 


| 


日 4 是 于 


Fi 


D 请 


日 (metric of 


称 为 上 确 界 度量 拓扑 ， 产生 的 拓 


L 上 的 一 致 结构 诱导 


那么 


集 族 {M 。 


因此 ge M,[f]. 另 一 方面 , 让 ge M, [fj, 那么 fg)e M,， 于 是 对 


: 5E >0} 是 一 


面 证 明 BG, s)C M,[flcB(d, 2s). 让 gseBG 2)， 


从 而 人 


F 每 一 xEX 有 


(f(x)， g(x)) eM ， 从 而 p (f(x), gc)<Es， 所 以 PC <s<25s, 因此 ge BG, 25). 这 说 明 
C,(X,D=C,(X,D.E 


对 于 度量 空间 L, C , (X, L) 上 的 拓扑 依赖 于 LL 上 相 容 的 度量 p 的 选择 . 即 L 上 不 同 的 相 


容 度 量 可 能 产生 C(X, L) 上 不 同 的 上 确 界 拓扑 . 下 述 例子 说 明了 这 一 事实 . 


例 4.4.7 (Dugundji[1966]) 让 p 是 实数 空间 民 的 界 为 1 的 欧 几 里 得 度量 ， 即 p (s， 


_s __t 
lt+|s| 1+|t| 


人 =min{1, |s-t}. 让 pi 是 民 的 度量 , 定义 为 pi(s, D= ， 则 pj 是 术 上 相 容 的 有 界 


度量 (练习 2.1.2) 下 面 证 明 CR, 月) 过 C 。(R, RR). 让 feC(R) 是 恒 等 函 数 , 对 于 每 一 neN, 


让 f, eCR) 定 义 为 当 x<n 时 f (=x, 当 x>n 时 f, CO=n. 那么 对 于 每 一 nEN，D Gf,f,)=1; 


加 大 一 用 1 
(+md+rx) 1+7 


卫 


时 


而 当 x>n 时 有 pi E(x), f ,x))= 


此 pi 


l+x 1l+n 
1 1 

PS 因而 , 对 于 每 一 neN, f, eB (1/n), 故 B, 人 IogB (1), 所 以 
n n 


C,(R,RzC, R,R). 


这 个 例子 也 说 明了 空间 L 上 相 容 的 一 臻 结构 可 能 产生 C(X, L) 上 不 同 的 一 臻 拓扑. 一 个 
民 自 然 的 问题 是 : L 上 怎样 的 相 容 的 一 致 结构 (或 度量 ) 产 生 CCX, D) 上 相同 的 拓扑 ? 如 果 X 是 
紧 空间 ， 由 推论 4.4.4, 对 于 空间 L 上 所 有 相 容 的 一 致 结构 产生 C(X, DJ 上 的 紧 开 拓扑 . 特别 地 ， 


SN 


由 定理 4.4.6, 如 果 义 是 紧 空间 且 p 是 空间 L 上 相 容 的 有 界 度量 , 那么 C ,(X, D=C， (X, D). 


男 一 方面 , 如 果 工 是 T, 紧 空间 , 那么 L 上 仅 有 唯一 相 容 的 一 致 结构 (定理 4.1.12), 于 是 L 上 


所 有 相 容 的 一 致 结构 产生 CCGX,D 上 相同 的 拓扑 . 
如 果 a 是 空间 X 的 闭 网 络 且 p 是 空间 L 上 的 有 界 度量 , 仍 让 4 是 L 上 由 p 诱导 的 一 臻 


结构 , 定义 Cu CC Di=C。, (X, D. 若 w 是 工 的 遗传 闭 的 紧 网 络 ， 由 定理 4.4.2, C。, (X, 


L)=C 。(X，D. 从 而 ,对 于 每 一 fe C(X, DD, f 在 C(xX, D 中 的 邻 域 基 元 形 如 


M ,(A)[fj={geC(X, 了 : 对 于 每 一 xeA 有 p (foo,gcO)<s} 其 中 Acw 且 E>0. 


对 于 有 界 度 量 空 间 (L，p), 在 函数 空间 LX 上 也 可 定义 上 确 界 度量 访 . 度量 空间 (LX， 


记 ) 仍 称 为 具有 上 确 界 度量 的 空间 . 对 于 空间 X, 具有 上 确 界 度量 的 空间 LX 中 序列 收敛 就 是 
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数学 分 析 中 的 一 致 收敛 , 所 以 有 时 也 称 具 有 上 确 界 度量 的 空间 LX 是 一 致 收敛 空间 (space of 


uniform convergence). 


引 理 4.4.8 设 X 是 拓扑 空间 , (L，p ) 是 有 界 度量 空间 , 则 C , (X, DD 是 具有 上 确 界 度量 


的 空间 LX 的 闭 集 . 


证 明 由 于 LX 是 度量 空间 , 只 须 证 明 C 。(X, D 关 于 序列 的 收敛 是 封闭 的 . 设 C ,(X, D) 


中 的 序列 {f, } 收 敛 于 fsL“， 对 于 每 一 xeX 及 fx) 在 工 中 邻 域 U， 存 在 E >0 使 得 B(f(x)， 


8 )CU. 因为 {f; } 收 敛 于 f, 存在 no € N 使 得 当 n>no 时 sup ,ex DG, CD， f(x))<& /3， 而 


f ,41 eC(X, D), 存在 x 的 邻 域 V 使 得 fi (VS B(f, 4 (XY)，& /3), 于 是 对 于 每 一 zeV 有 


n+l nm 
P02), £0) < p E02), fi, +p Fa 2, faa CV+P Fi), f0))< 2, WT fCV) B(x), 


2)CU, 所 以 f 在 x 连续 , 故 fsCCX, ID). 罩 


引 理 4.4.9 设 (L，p ) 是 有 界 的 完全 度量 空间 , 则 具有 上 确 界 度量 的 空间 LX 也 是 完 


度量 空间 . 


证 明 设 {f, } 是 工 “的 Cauchy 序列 (定义 2.5.1). 对 于 每 一 xeX 和 n meN, 由 于 


pO, 0), f CO<S PGE, f;), 所 以 {f, (2)} 是 的 Cauchy 序 列 , 于 是 {f, (x)} 在 L 中 存在 极 


Ei 


民 ， 设 为 fx). 从 而 定义 了 函数 下 X 一 工 . 下面 证 明 在 LX 中 {f; } 收 敛 于 f. 对 于 任意 的 & >0， 


存在 keNN 使 得 当 n, m>k 时 有 万 人 , ,，f,)<E/12. 对 于 每 一 xeX， 存 在 自然 数 n ,>k 使 得 


PC，(X), f(x))<& /2, 于 是 当 nk 时 有 P (G6), foOs P 人 00,f， CO9)+ P (0), foo)< E， 


从 而 当 nk 时 有 亡 G, ,D<E. 故 LX 是 完全 度量 空间 . 目 


由 引 理 4.4.8， 引 理 4.4.9 和 完全 性 是 闭 遗 传 性 质 ， 有 下 述 结果 . 


定理 4.4.10 若 (L，p ) 是 有 界 的 完全 度量 空间 , 则 C ,(X, DD) 也 是 完全 度量 空间 .时 


本 节 最 后 从 网 的 角度 对 函数 空间 中 的 点 态 收敛 拓扑 ， 紧 开拓 扑 和 一 致 收敛 拓扑 作 一 些 
说 明 . 回忆 拓扑 空间 中 网 (net; Moore，Smith[1922]) 的 概念 , 它 是 序列 概念 的 推广 . 设 D 是 非 
空 的 定向 集 (directed set), X 是 一 个 拓扑 空 间 ， 由 定向 集 D 到 X 内 的 函数 @g 称 为 D 上 的 一 个 
网 (或 Moore-Smith 网 ), 或 简称 网 ， 记 为 9 (D; >), 其 中 > 是 定向 集 D 上 的 序 (order). 网 可 以 理 
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解 为 空间 X 的 按 指标 集 D 定向 的 点 集 {9 (db) : deD}, 简 记 为 网 {x ,} ,或 网 {x ,}. 


和 


设 g9(D; >) 是 拓扑 空间 X 中 的 网 ,A Cc X, 如 果 存 在 du sD 使 得 当 d>do 时 有 wp (d)sA, 由 


称 网 O (D; >) 弱 终于 (weakly eventually in)A， 如 果 对 于 每 一 dy sD, 存在 deD 使 得 d>d， 


0D(desA， 则 称 网 p(D; >) 共 尾 于 和 A. 若 网 p(D; >) 弱 终于 点 x 的 每 一 个 邻 域 , 则 称 这 网 收敛 
于 x, 记 为 9 (D; >) 下 x， 如果 网 9 (D; >) 共 尾 于 点 x 的 每 邻 域 , 则 称 点 x 是 这 网 的 聚 点 . 注意 
到 ， 网 “ 弱 终于 "与 $3.1 中 序列 “终于 "的 概念 略 有 不 同 . 


引 理 4.4.11 设 义 是 拓扑 空间 ,A 是 X 的 子 集 则 


(DX 的 点 xe A 当 且 仅 当 A 中 有 网 收敛 于 x: 


(2) XX 的 点 x 是 A 的 聚 点 当 且 仅 当 AN{x} 中 有 网 收敛 于 x. 


证 明 对 于 xeX, 设 x 在 和 中 的 邻 域 基 为 UW,={U gs} yep ， 在 D ,上 定义 序 关系 < 如 下 : 


对 于 每 一 di,d， eD ,, di<d; 当 且 仅 当 U,, c Us (简称 按 反 包含 关系 定义 序 关系 ), 则 (D , ; 


<) 是 一 个 定 问 集 . 


(1) 车 xe A, 于 是 x 的 每 一 邻 域 与 A 相交 , 对 于 每 一 deD , 存在 x, eU, 由 A, 则 A 


中 的 网 {x } yep 收敛 于 x. 反之 , 如 果 A 中 存在 网 收敛 于 x, 那么 x 的 每 一 邻 域 与 A 相交 , 所 


以 xe A. 


(2) x 是 A 的 聚 点 当 且 仅 当 xs A \{x}, 当 且 仅 当 ANN{x} 中 有 网 收敛 于 x. 自 


引 理 4.4.12 设 函 数 f X 一 Y 且 xeX， 则 f 在 点 x 连续 当量 仅 当 若 {x,} jp 是 关中 收 


和 敛 于 x 的 网 则 在 Y 中 网 {f(x )} vcp 收银 于 f(x). 


证 明 设 f 在 点 x 连 续 且 {xy } yo 是 XX 中 收敛 于 x 的 网 . 对 于 fo 在 


的 任 一 邻 域 Vy, 


则 f7 (VW 是 x 在 X 中 的 邻 域 , 于 是 存在 doe D 使 得 当 d>do 时 有 xjef (V)， 从 而 fx eV 


所 以 网 {f(x 4 )} vep 收敛 于 fo 反之, 若 f 在 点 x 不 连续 , 则 存在 f(x) 在 Y 中 的 邻 域 Vo 使 得 


对 于 x 在 XX 中 的 任 一 邻 域 U 有 KUCVo. 设 x 在 X 中 的 邻 域 基 为 UW,={U,)sp ,将 


{U,} yp 按 反 包含 关系 定义 序 关系 <， 则 (D ,; <) 是 一 个 定向 集 . 于 是 对 于 每 一 de D ,在 


在 xy eU, 使 得 f(x,)#gV。. 这 时 X 中 的 网 {x } sp 收敛 于 x, 但 是 Y 中 的 网 {Wxy)} un 不 
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收敛 于 fx). 国 


设 {fj } sep 是 CCGX,D) 中 的 网 且 fs CCX, D). 如 果 在 空间 C , (X, 卫 中 {fi } yen 收敛 于 f， 则 


称 {fj } yp 点 态 收 敛 (pointwise convergent) 于 人 如果 是 空间 L 上 相 容 的 一 致 结构 


{fg} vep 在 空间 C, (X, 了 中 收敛 于 f 则 称 {fv } vep (关于 个) 一致 收敛 (uniformly convergent) 


于 f. 此 外 , 若 a 是 空间 X 的 闭 网 络 , 如 有 果 {fi } va 在 空间 C6 (X, 了 DD 中 收敛 于 f， 则 称 


{fj } yw 在 ga 上 (关于 4) 一 至 收敛 于 f 由 定理 4.4.2, 在 C, (X, 了 DD 中 的 收敛 精确 为 在 紧 集 上 


的 一 致 收敛 . 


定理 4.4.13 ”如 果 {fj }yp 是 C(X, 也 中 的 网 且 feC(X, L)， 那么 {fj } yp 点 态 收 敛 于 了 


当 目 仅 当 对 于 每 一 xeX, 在 工 中 {fj (x)} vep 收敛 于 f(x). 


证 明 设 {fj} yw 点 态 收 敛 于 f. 对 于 每 一 xe X, 让 V 是 f(x) 在 LL 中 的 邻 域 , 那么 fe [x,， 


V], 于 是 存在 do eD 使 得 当 d>do 时 有 fu s [x, VJ, 于 是 当 d>do 时 有 fu Co eV 因而 在 工 中 
{fj Co gen 收敛 于 fo. 


反之 , 设 对 于 每 一 xeX, 在 工 中 {fj 3)} yo 收敛 于 fo. 让 fe 门 ,,, [x,;,V;], 其 中 每 一 


xi eX 且 V, 是 L 的 开 集 , 则 对 于 每 一 i<m 由 于 f(x,)eV,, 存在 di eD 使 得 当 d>d, 时 有 


fj (Xx;)eV;. 因为 D 是 定向 集 , 存在 dosD 使 得 du >d;(Vi<n), 那么 当 d>do 时 有 


fyve 站 ;Ex Vi] 所 以 网 {f } js 点 态 收敛 于 上 


练习 


4.4.1 若是 空间 X 的 闭 网 络 ， 风 是 空间 工 上 的 一 致 结构 , 验证: (1) { M (A) : Ae w， 


Me 4h } 是 C(X, D 上 某 一 一 致 结构 的 基 ; (2) 如 果 Xe w, 则 {M(A) :MeE 4 } 是 C(X,L) 上 蘑 


一 一 致 结构 的 基 . 


4.4.2 设 X 是 


紧 空 间 , (L，p ) 是 度量 空间 , 则 C 。(X, DD)=C (X, DD). 


4.4.3 ” 若 实 数 空 间 民 上 每 一 相 容 的 一 致 结构 诱导 出 C, (X, R) 上 相同 的 拓扑 ， 则 久 是 伪 紧 


空间 (McCoy[1978a]). 
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本 节 介 引 


$4.5 


卓然 映射 


三 
并 
[Ey 
el 
溺 
及 


1. 内 射 


设 X 和 工 是 拓扑 空 


自然 定义 的 函数 ， 主 要 涉及 内 射 , 对 角 线 函数 ,诱导 函数 ， 
赋值 函数 ， 和 函数 与 积 函数 . 它们 在 研究 函数 空间 的 拓扑 性 质 中 起 了 重要 的 作用 . 


x 间 . 对 于 每 一 teL， 定 义 c,:X 一 世 使 得 每 一 c, CO=t 工 到 CCX, D) 的 


内 射 (injection) 是 函数 谍 一 C(X, LL),， 定义 为 对 于 每 一 te L, i(t)=c,. 显然 ,i 是 单 的 函数 . 对 于 


C(X, DID) 的 适 


定理 4.5.1 若 w 是 空间 X 的 闭 网 络 


证 明 


古 i(V)=[A,， 


当 拓 扑 ， 内 射 i 是 闭 租 入 . 


= 


LL 是 T, 空间 , 则 i LC (X, 了 是 闭 嵌 入 . 


为 了 证 明 i 是 嵌入 , 只 须 证 明 对 于 每 一 As a 和 工 的 开 集 V 有 i ([A, VD)=V( 于 


V]mi(gD). 这 是 因为 teV， 当 且 仅 当 c, se[A,V], 当 且 仅 当 tei([A,V]). 


为 了 证 


fe C(X, LD) NiQD), 存在 x, yeX 使 


明 iLL) 是 C,(X, LL) 的 闭 集 ,| 


定理 4.3.2， 只 须 证 明 iD) 是 C , (X, 号 的 闭 集 . 设 


L 的 了 ,性 质 仅 使 用 于 证 明 嵌 入 的 闭 


得 f(x) 关 f(y), 于 是 存在 LL 中 不 相交 的 开 集 V 和 W 分 别 含 


有 点 f(x) 和 f(y), 那么 fe[x, VN[x, WJCcCCX,D NiD. 所 以 iD 闭 于 C,(X,DD. 里 


性 . 由 定理 4.5.1， 对 于 任何 闭 遗 传 的 拓扑 性 质 ， 


进 


C 。(X, DL) 具 有 这 性 质 则 LL 必 上 共有 这 性 质 . 


2. 对 角 线 函数 


一 般 说 来 , 从 X 到 C(X, 没有 


对 角 线 函数 有 时 是 有 月 


xeX 和 feF 有 Ar (x)()=f(x).， 当 F=C(X, 


是 一 样 的 , 但 从 上 下 文中 易 了 解 确切 的 含 


pf。Ar=f， 


定理 4.$.2 (对 角 线 引 理 ) 如 果 X 是 T, 空 


于 是 Ar 是 连续 的 . 对 角 线 引 下 


自然 的 内 射 ， 但 是 在 81.3 中 定义 的 从 文 到 工 的 积 空间 的 


的 . 设 F 是 CCX, D 的 子 集 ， 对 角 线 函 数 As:X 一 L7 定义 为 对 于 每 一 


时 , 记 As=A. 尽管 这 符号 与 空间 的 对 角 线 符号 


义 . 当 Ln 具有 积 拓扑 时 , 对 每 一 投影 py (feF) 有 


蜡 ( 引 理 1.3.8) 给 出 了 A 是 嵌入 的 充分 条 件 . 


X 一 工 是 嵌入 . 国 


3. 诱导 函数 


间 且 F 是 C(X, D) 的 分 离 点 与 财 集 的 子 集 ， 则 Ah，: 


167 


诱导 函数 是 从 复合 函数 产生 的 . 设 X, Y 和 LL 是 拓扑 空间 . 定义 复合 函数 (composition 


function) @ :C(X，Y)xC(Y, D 一 CCX, 了 DD 使 得 对 于 每 一 feC(X, Y) 和 geC(Y, 有 DE 


2)=g of. 


定理 4.5.3 若是 空间 X 的 紧 网 络 且 有 是 正则 空间 Y 的 闭 邻 域 基 , 则 中 :C。(CX 


了 xC jp (Y, 了 DD 王 C (X, 了 是 连续 的 . 


证 明 设 @G g)e[A, W], 其 中 Asew 且 WwW 是 世 的 开 集 . 则 g(f(A))c WwW, 于 是 


f(A) Cc g”(W). 对 于 每 一 yef(A), 存在 y 在 Y 中 的 邻 域 B,e 使 得 B, Cg""(W). 因为 f(A) 


| 


是 紧 的 , 存在 fA) 的 有 限 子 集 {y; } jo 使 得 f(A)cC U ;is,B;. 让 S=[A, U ieBy]x[UiB 


实 上 , 设 (f1,g1)eS， 


机 


W], 那么 8 是 C。 X, xcCcp(YD) 的 开 集 ,dg)sS 且 中 (CS)C[A,W]. 于 


则 f(A)EU ,BE gi(U ,BB,)cW, 于 是 DE), g1)(A)=gi (fi (A) SC W, 所 以 DO, 


g1)e[A,W]. 故 呈 是 连续 的 . 国 


推论 4.5.4 ” 设 Y 是 局 部 紧 的 T, 空间,， 则 复合 函数 中 :CCX 站 xCi(Y, D 一 CCX,D) 


是 连续 的 . 


证 明 设 B={B :B 是 立 的 非 空 开 集 且 B 是 Y 的 紧 集 }, 则 B 是 Y 的 闭 邻 域 基 且 C,(Y, 


L)=C 5 (Y, DD( 练 习 4.3.4)， 由 定理 4.5.3，DP :C, (X, 了 xC(Y, D 一 CCX,D) 是 连续 的 . 国 


司 定 复合 函数 两 个 变量 中 的 一 个 变量 导出 诱导 函数 (induced functiom) 的 概念 . 如 果 取 定 
feC(X，Y)， 则 诱导 函数 fx:C(Y, L) 一 CC 了 定义 为 对 于 每 一 ge C(Y, LL) 有 f*(g)= 中 (4 


8)=g of 
显然 , (gof)*=f*o g*. 第 五 章 中 将 阐述 诱导 函数 位 在 建立 函数 空间 之 间 对 偶 拓 扑 性 质 中 
的 作用 , 下面 先 介绍 位 的 一 些 基 本 性 质 , 主要 涉及 何 时 位 是 单 射 ,连续 函数 和 ( 闭 ) 赎 入 函数 . 


引 理 4.5.5 设立 是 完全 正则 的 Ti 空间 , B 是 Y 的 紧 子 集 , U 是 Y 的 包含 K 的 开 集 . 若 


fe C(B, 及 )， 则 存在 ge C(Y, R) 使 得 gp =f 且 g(XNU)c{0}. 


证 明 由 引 理 1.3.11, 设 BY 是 空间 Y 的 Stone-Cech 紧 化 . 则 B 是 BY 的 闭 集 且 存在 


BY 的 开 集 W 使 得 U=WmnyY 于 是 BY 是 正规 空间 且 BC W, 从 而 存在 heC( BY, 民 ) 使 得 


his=f Hh( BYNW)C{0). 让 g=hv, 则 gsCCY 了 ,ge=f 且 SCXNUS1O} 国 
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函数 fX 一 YY 称 为 几乎 满 的 (almost onto) 如 果 f(X) =Y. 


定理 4.5.6” 设 feC(X,Y),T, 空间 L 含有 非 平凡 的 道路 . 


(1) 若 Y 是 完全 正则 空间 ， 则 fs:CCY TD) 一 CCX, DD 是 单 的 当 且 仅 当 f 是 几乎 满 的 ; 


(2) 如 果 是 完全 正则 的 了 空间 X 的 闭 网 络 且 人 f:C(Y, D) 一 C, (X, 了 D 是 几乎 满 的 ， 则 f 


证 明 (1) 充分 性 . 设 gj, g， eC(Y) 使 得 ft(g| )=f*(g ,), 对 于 每 一 yef(X), 存在 xeX 


使 得 y=foo 且 gj(y)=g 1 (f(x))=f*(g1)(x)=f*(g,)(X)=g, (0))=g,(y). 因为 fCO 笛 于 YY 且 工 是 


T， 空间 ， 所 以 g|=g,. 


必要 性 . 让 pI->L 是 工 中 的 道路 且 p(0) 冯 p(1). 设 存在 yeYNf(X). 由 于 YY 的 完全 正 


则 性 , 存在 6 eC(Y, 了 ) 使 得 9 (f(X))={0} 且 9 (y)=1. 让 g=po$ 且 c 是 从 Y 映 入 {p(0)} 的 常 值 


函数 , 那么 gc. 对 于 每 一 xeX, g(f(x))=p(0)=c(f(x))， 于 是 丛 (g)=f*(c)， 因而 伴 不 是 单 的 . 


(2) 让 xi, x, 是 X 中 的 不 同 点 , 那么 存在 heC(X, DD) 使 得 h(x) h(x,), 于 是 存在 工 中 


不 相交 开 集 V 和 W 分 别 含有 点 h(x1) 和 h(x ,). 让 S=[x1, VI 站 [x,, W], 由 定理 4.3.2, S 是 h 


在 C。 CO 中 的 邻 域 . 因为 位 是 几乎 满 的 , 存在 ge C(Y) 使 得 ff(g)eS,， 从 而 g(f(x1)eV 


g(f(x,))eW， 因 此 f(x)zf(x,). 故 f 是 单 的 . 国 


由 例 4.3.9 中 的 空间 C(L D) 易 说 明定 理 4.5.6 中 假设 ' 工 含有 非 平 凡 的 道路 "是 不 可 省 略 的 . 


在 适当 的 附加 条 件 下 定理 4.5.6(2) 是 可 逆 的 (练习 4.5.3). 一 般 说 来 , fs:C(Y DL) 一 C(X, D) 不 是 


满 的 . 如 取 X=(-1, 0) UU (0, 1), Y=(-1, 1), L= 了 具有 通常 的 欧 几 里 得 拓扑 . 定义 f:x 一 YY 使 得 当 


xe(-1, 0) 时 , f(x)=1+x; 当 xe (0, D 时 , f(x)=-xx, 则 f 是 连续 


的 单 射 . 若 fx:C(Y, L) 一 C(X, 口 是 满 射 ， 定义 h:X 一 LL 使 


得 h(x)=x， 则 he C(X, L)， 那 么 存在 ge C(Y, D) 使 得 


fx*(g)=h， 即 对 于 每 一 xeX 有 g(f(x))=x, 于 是 当 ye(-1, 0) 


时 , g(y)=-y; 当 ye (0, 1) 时 , g(y)=y-1. 从 而 g 在 点 0 不 连续 . 


图 位 非 满 函 数 


矛盾 , 所 以 fs:CCY D) 一 CCX, D) 不 是 满 射 . 


为 了 讨论 位 的 连续 性 ,下面 对 k 网 络 的 概念 (定义 3.3.11) 作 上 自然 的 推广 . 设 w 和 有 都 是 
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Pp). 
定理 4.5.7 设 Q 是 空间 X 的 闭 网 络 ， 


(1) 如 果 及 是 全 wa ) 网 络 , 则 全 :Ce (Y, 


空间 X 的 子 集 族 , 称 是 一 个 Q 网 络 (Q -network)， 如 果 对 于 每 一 Ae a 及 A 在 XX 中 的 邻 域 


U 存在 B 的 有 限 子 集 B 使 得 Ac UB’cU. 这 时 也 称 Q@ 由 逼近 (@ is approximated by 


PB 是 空间 Y 的 闭 网 络 且 feC(X, Y). 


LDL) 一 C。(X, DL) 是 连续 的 ; 


(2) 如 果 f(a ) 是 网 络 ， 则 位 是 相对 开 的 ; 


(3) 如 果 f 人 a ) 与 可 相互 至 近 , 则 ff:C p(Y D) 一 C。 (CX, ID) 是 嵌入 . 


证 明 只 须 证 明 (1) 和 和 (2) 成立. 


(1) 设 f*(g)e [A, V], 其 中 geCy(Y, 


于 是 存在 {B,} ,sc 使 得 f(A)c U wwB 


中 的 邻 域 且 你 (S)cC[A, Vj. 故 位 是 连续 的 . 


L), As w, 且 V 是 工 的 开 集 . 那么 f(A)c g-1(V)， 


,Cg (V). 让 S= 门 ,,[B,;, Vj, 则 S 是 g 在 Cy(Y) 


(2) 由 于 f(a ) 是 B 网 络 ， 所 以 f 是 满 射 ， 又 由 定理 4.5.6() 的 证 明 , 们 是 单 的 ， 因 而 具 须 对 


Cg (7) 的 基本 子 基 的 元 证 明 . 设 gs[B,V]， 


其中 Be BB 且 V 是 世 的 开 集 , 那么 BC g 一 (V)， 于 


是 存在 TA, jis C0 使 得 BCU ;fA;)cg (V). 定义 T 站 ss[A，V, 则 工 是 从 (g) 在 


C。C9 中 的 邻 域 上 且 Tmfx(C s(Y)) fs([B， 


V]). 事实 上 , 若 对 于 某 个 he Cp (Y) 有 f*(h)eT 


则 h(B) 二 ph(U jc,f(A;))=UU ,oh(f(A,))cV. 故 们 是 相对 开 的 函数 . 国 


推论 4.$.8 设 fsCCX,Y)， 那么 


(D fx:C ，(Y D) 一 C ，(X, D) 是 连续 的 ， 


(2) fx*:C (Y, D) 一 C，(CX, ID) 是 连续 的 ， 


当 上 是 满 函 数 时 位 是 鞭 入 ; 


且 当 上 是 紧 履 盖 映 射 (定义 2.4.8) 时 位 是 和 能 入 . 国 


下 面 给 出 保证 仑 是 闭 拒 入 的 条 件 . 先 证 明 商 映射 的 一 个 刻画 . 


引 理 4.5.9 设 fX-> 站 是 连续 的 满 射 


， 则 下 是 商 映射 当 且 仅 当 对 于 每 一 拓扑 空间 志和 函 


数 gY 一 L,gof 的 连续 性 导出 g 的 连续 性 . 


证 明 设 f:x 一 >Y 是 商 映 射 . 若 函 数 g:Y 一 >L 使 得 gof 是 连续 的 , 让 W 是 工 的 开 集 , 那 


么 f (g (W)=(go 人 DC(W) 是 X 的 开 集 . 


因为 f 是 商 映 射 ， 所 以 g-1(W) 是 Y 的 开 集 ， 从 而 g 
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是 连续 的 . 


反之 , 设 V 是 Y 的 子 集 且 f 一 (V) 是 X 的 开 集 . 让 世 是 集合 立 赋予 由 f 诱导 的 商 拓扑 且 


让 g:Y 瑟 LL 是 恒 等 映 射 . 由 于 gof 是 商 映 射 ， 且 (go 人 f(g(V))=f”(V), 所 以 g(V) 是 工 的 开 集 . 


g 的 连续 性 ,V=g -1(g(V) 是 YY 的 开 集 . 故 f 是 商 映 射 . 国 


定理 4.5.10 设 feC(X,Y) 是 商 映射 且 工 是 T, 空间 , 则 位 (CCY, DL) 是 C ,，(CX, D) 的 闭 集 . 


证 明 让 geC(X, DNfX(C(Y, L). 设 当 x,ze 义 时 若 g(x) 冯 g(z)， 则 f(x) 关 f(z). 对 于 每 一 


yeY 如 果 存 在 ri，Tr，e gf (y)， 则 存在 x, zef (y) 使 得 r=g(x) 且 fr,=g(z)， 由 于 f(x)=f(z)， 


于 是 r=g(Xx)=g(z)=r ;, ， 故 gd (y)) 是 单 点 集 . 定义 hi:Y 一 工 使 得 对 于 每 一 ye YY 


h(y)=g(f”(y)). 因为 g=hof 且 f 是 商 映 射 , 由 引 理 4.5.9, hd 是 连续 的 , 于 是 gef*(C(Y)), 矛盾 . 


么 ge[x, U] 站 [z, V], 而 [x, DJ 人们 [z, VJ 是 C , (X) 的 开 集 . 如 果 qe [x, UJ] 人 nN[z,，V], 那 


q(x) 隆 q(z). 而 fx)=f(z)， 于 是 qgf(C(Y))， 因 此 [x, UP 站 [2, Vj 人 从 (C(Y))= 久 . 故 全 (CCY) 是 


C , (X) 的 闭 集 . 午 


定理 4.5.10 中 的 点 态 收 敛 拓扑 用 更 精 的 拓扑 来 代 殖 仍 成 立 . 该 定理 的 逆 命 题 见 定理 


6.0.7. 
4. 赋值 函数 


因而 , 存在 xzeX 使 得 gz 罗兰 gz) 且 fooO=fz. 设 U 和 YV 是 LL 中 g(x) 和 g(z) 的 不 相交 邻 域 , 那 


么 


设 X 和 工 是 拓扑 空间 , 定义 赋值 函数 (evaluation function)e: XxC(X, D) 一 工 为 对 于 每 一 


xEeX 和 feC(X, LL), e(x, f)=f(x). 


关于 赋值 函数 的 连续 性 有 下 述 充 分 条 件 . 


定理 4.5.11 设 X 和 工 是 拓扑 空间 . 如 果 @ 是 正则 空间 X 的 闭 邻 域 基 , 则 e:X xC 。(X， 


DL) 一 荆 古 连续 的 . 


证 明 先 把 赋值 函数 表示 为 内 射 与 恒 等 函 数 的 复合 函数 . 让 1 表示 由 单 点 组 成 的 拓扑 空 


间 , ix :一 C(1, X) 和 ji:L 一 C(1, D 是 内 射 . 仍 用 id 表示 恒 等 函 数 , 定义 ix xid:XxC(X,， 


LL) 一 C(1, X)xC(X, ID) 为 对 于 每 一 xEX 及 fsCCX,D 有 Gyx Xxid)(x, 了 f)=(Gi x (x), 人 .再 


X) xC(X, D) 一 C(1, D) 是 复合 函数 ( 见 定理 4.5.3 前 ) 那么 赋值 函数 e=i。@ 。G yx xid). 
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导 


让 中 :C(1， 


oy 


实 


上 ， 对 于 每 一 xeX 和 fecx DjroegodxxiDcx fr ®(,, 


D=jzefoc ,=ji ecro =joji (x))=f(x)=e(x, 9. 这 时 赋值 函数 的 连续 性 来 自 上 式 及 定理 


4.5.1， 定 到 


再 由 推论 4.5.4 有 


4.5.3. 国 


推论 4.5.12 ”如 果 X 是 局 部 紧 的 T, 空间 ,， 则 eXxC, (X, D) 一 工 是 连续 的 . 国 


如 果 X 和 工 是 拓扑 空间 并 且 


[对 于 每 一 XeX， 定 义 在 x 的 赋值 函数 e , :CCX, L) 一 为 对 


于 每 一 feC(X, L) 有 e, (D=e(x, f=f(x)， 因 为 对 于 每 一 xeX 和 工 的 开 集 V 有 ex (V)=[x, V], 


所 以 e,:C， (X, D-> 工 是 连续 的 . 因而 对 于 CCX ID 的 集 


的 (定理 4.3.2 和 推论 4.4.3). 


拓扑 空间 Y 的 子 集 B 称 为 Y 的 一 个 收缩 核 (retract)， 如 果 存 在 连续 函数 r:Y 一 B 


于 每 一 yeB 有 fr(y)=y. 称 r 为 Y 到 B 的 收缩 Getraction)53. 引 理 


空间 X 及 非 空 闭 子 集 忆 存在 X 到 E 的 闭 收缩 . 


是 


推论 4.5.13 设 谍 一 CC 了 DD 是 内 射 且 e,:C(X, 了 DD) 一 L 是 在 x 的 赋值 函数 . 则 e . oi 


[ee 


证 明 


上 的 恒 等 函 数 . 若是 空间 X 的 闭 网 络 , 则 iee , :C。(X,D) 一 iD) 是 收缩 . 


拓扑 或 一 致 收敛 拓 扑 ,e 


7 


使 得 


对 于 第 一 部 分 ,如果 ysL, 则 e, osi(y)=e , (c ,)=c ,CO=y 对 于 第 二 部 分 ， 


ud 


2.6.5 表明 对 于 任 一 强 零 维 


4.5.1, ioe ,是 连续 的 . 如 果 fei(D), 则 ioe (CD=i(fCoD)=cro = 人 .上 


续 函 数 保持 的 性 质 , 为 了 使 C。(CX, LL) 上 其 有 这 性 质 ,LL 必须 


及) 的 目的 . 


和 不 能 上 自 然 地 嵌入 C 。(X, D)， 但 是 赋值 函数 可 以 达到 X 目 然 地 嵌入 Ce (C 。(X, RR)， 


因而 如 果 a 是 空间 X 的 闭 网 络 , 则 工 可 以 认为 是 C。CX, D) 的 收缩 核 . 特别 地 ， 对 于 1 


内 有 这 人 性质. 


上 
征 


总 是 连续 


洱 妆 


由 定理 


对 角 线 函 数 A:X 一 L"™? 定义 为 对 于 每 一 xseX 和 fe C(X, L) 有 A(x)( 人 =f(x)， 于 是 


A (x)=e,. 


如 果 a 是 完全 正则 且 


3 这 两 个 概念 均 是 1931 多 


(1888-1945) 


的 学 生 . 


T, 空间 X 的 闭 网 络 且 
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民 是 实数 空间 ， 由 对 角 线 引 弄 


(定理 


日 


FE 波兰 数学 家 K. Borsuk(1905-1982) 定 义 . Borsuk 是 波兰 数学 家 S. Mazurkiewicz 


5.4.2)，A 是 从 X 到 C, (Ce (X, 到 ,到 ) 的 嵌入 . 事实 上 ， 点 态 收敛 拓扑 可 以 适当 地 加 强 . 


推论 4.5.14 如果 是 完全 正则 的 T 空间 X 的 闭 邻 域 基 ，pB 是 空间 C。CX, R) 的 紧 网 络 , 


则 A: 双 一 Cp (C。 (X,RR), 民 是 嵌入 . 


证 明 由 对 角 线 引 理 ,只 须 证 明 A 是 连续 的 . 设 xeX, Be PB ,V 是 民 的 开 集 有 A (x) e[B， 


V]. 由 定理 4.5.11， 赋值 函数 eXxC。CX, R) 一 下 是 连续 的 . 由 于 A (x)e [B, V], 所 以 


{x}xBce71(V), 由 B 的 紧 性 , 存在 x 在 X 中 的 邻 域 U 使 得 UxBc eV)( 练 习 1.1.6), 于 


是 A(U)c [B,V], 所 以 A 在 x 连 续 . 国 


由 此 , 如 果 X 是 局 部 紧 的 T, 空间 , 则 A:X 一 C, (C, (X, 展 ), 民 ) 是 柚 入 . 作为 诱导 映射 的 


占用， 上 述 结 果 可 减弱 至 X 是 k 空间 (定义 1.6.4). 


推论 4.5.15 ”如 果 完 全 正则 的 Tj 空间 X 是 k 空间 , 则 A:X 一 C, (C, (X, 民 ), RR) 是 柚 入 . 


证 明 为 了 证 明和 人 是 内 入 ， 由 对 角 线 引 理 ， 只 须 证 明 A 的 连续 性 . 因为 X 是 k 空间 ,由 


定理 1.6.8, 存在 局 部 紧 的 T, 空间 Z 和 商 映 射 q: Z 一 X. 由 引 理 4.5.9， 又 只 须 证 明 A oq 是 


连续 的 . 让 A’: Z 一 C,(C, (CD)) 是 乙 上 的 对 角 线 函数 , 由 推论 4.5.14，A ' 是 连续 的 . 让 


q*:C (XX) 二 C4( 妃 和 gx*: CC CD) 一 Ci(Cu CO) 分 别 是 诱导 函数 和 二 次 诱导 函数 ， 再 由 


E 论 4.5.8(2),， 它们 都 是 连续 的 .下面 证 明和 A 。q=qs* 。A'. 如 果 zeZ 且 fsC,(X, 则 


q**o A’(Z)(f)=A’(z)o q*(f)= A ’(z)(f oq)=f(q(z))=A oq(2). 故 A 是 嵌入 . 国 
5. 和 函数 


设 4 是 空间 族 , 让 四 4 表示 空间 族 4 的 拓扑 和 (定义 1.4.8). 对 于 每 一 Xe 和 be, 让 Ox: 


X 一 四 下 是 自然 内 射 atural injection). 如 果 工 是 一 空间 ,让 LL? 表 示 空 间 族 {L*X :Xed}. 
和 函数 (sum function)S: 站 sz -> [TIL4 定 义 为 对 于 每 一 fseLsz 和 Xe4X 有 


px(SCG)=fe ox. 对 于 两 个 因子 的 和 函数 S: LX” 一 LYxL”, 若 feL™%? 且 (xj， 


x 2)eXixX，， 则 SC， xy)=(fxi)， f(x ,)， 和 函数 是 函数 空间 上 一 种 用 途 广泛 的 函数 指 


数 性 质 . 和 函数 可 以 自然 地 限制 到 连续 函数 空间 上 . 如 果 4 是 空间 族 ， 让 C(X 了 表示 集 族 


{C(X, D :Xe4X}. 注意 到 函数 feL®? 是 连续 的 当 且 仅 当 对 于 每 一 Xe 和 ,fo ox 是 连续 的 . 
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定理 4.5.16 设 元 


B=U {ox(ax ):Xe), 


是 空间 族 . 如 果 对 于 每 一 Xe4X， ax 是 X 的 财 网 络 且 让 


则 和 函数 S:C p (四 4,D) 一 工 {C。 (CD :Xe4)} 是 同 胚 . 


证 明 先 证 明 S: C( 四 不 DD) 局 避 C(%, DD 是 双 射 . 定义 函数 S: TIL2 一 L ”使 得 对 于 


每 一 geIIL 和 Xe 有 S"(g)o。 ox=pix(8). 让 feL"”, 那么 对 于 每 ~ Xe 和 4 有 


SGS(D)。ax=pix(SG)=fe ox, 于 是 SoS()=S*(S())=f. 另 一 方面 , 让 ge [1L”， 那么 对 于 


每 一 Xed 有 pix (S(S*( 


如)))=S’(g)o。 ox=pjx(g)， 因而 So S*(g)=S(S’(g))=g. 故 SCC( 四 不 


L)=TIC(X, ID 且 S 是 双 射 . 


对 于 每 一 Xe4X,Ae cx 和 工 的 开 集 V 有 S (pix ([A, V])=[o x(A), V], 于 是 S([o x(A), 


V])=plx([A,V]), 所 以 S 是 同 且 .四 


推论 4.5.17 如 果 和 元 


D) 一 工 C (4X D) 是 同 胚 . 


是 空间 族 , 则 和 函数 S:Ci (四 下 DTIC (1 D 和 SC，( 四 不 


证 明 对 于 每 一 Xe4X, 让 cx 是 X 的 所 有 非 空 紧 子 集 的 族 . 令 6 =U{fax(cx):Xe 和 )， 


则 太 是 四 4 的 闭 网 络 ， 田 XX 的 所 有 非 空 紧 子 集 的 族 包 含 了 PB 且 由 PB 逼 近 . 因而 ， 如 果 


id: 四 不 一 四 下 是 恒 等 映 射 , 那么 由 定理 4.5.7G), id*:C yp (曲直 D) 一 Ck (四 趟 D 是 同 胚 . 再 


由 定理 4.3.16， 和 函数 S:C 


6. 积 函 数 


x( 甸 Xt, DD 一 1 Ci (KX, DD 是 同 胚 . 类 似 地 证 明 点 态 收敛 拓扑 的 情 


让 和 是 空间 族 ,1 表示 族 Zz 中 空间 的 积 空间 . 对 于 每 一 LeL 让 pi :Tv 一世 是 投影 


函数 . 如 果 义 是 一 空间 , 月 


日 LX 表示 族 {L* :LeZ}. 


积 函 数 (product functiom)P:(TLO 7 一 [4* 定义 为 对 于 每 一 fe (JH* 和 LeL 有 


px (P())=p1 (DD)， 对 于 两 个 因子 的 积 函 数 P:(L xL,)” 瑟 Li”xL， ,车 fe(LixL,)” 


x, zeX, 则 PCc 力 =(p f(x), p ;f(z). 积 函 数 也 可 以 自然 地 限制 到 连续 函数 空间 上 .如 果 X 


是 一 空间 且 《是 空间 族 , 


上 CCX,.O 表 示 集 族 {CCX,L) : LeZ}. 


定理 4.5.18 设 X 是 一 空间 且 x 是 空间 族 . 如 果 Q 是 X 的 闭 网 络 ， 则 P:C 。(X， 


[LO 一 TC。(CX, .0 是 连续 的 . 如 果 Q 是 正则 空间 X 的 遗传 闭 的 紧 网 络 , 则 P 是 同 胚 . 


证 明 先 证 明 P:C。CX, IILO 一 [IIC。GCC O 是 双 射 . 定义 函数 P':[IIL” 一 (II 使 


得 对 于 每 一 ge IIL 和 LeL 有 pi oP'(g)=p1x(8). 若 fse(IIO ,对 于 每 一 LesL 有 


piLeP'。P(D=pix(PG)=pr ef 于 是 PoPG=f 类 似 地 可 以 证 明 对 于 每 一 ge [[L” 有 


Po。P'(g)=g. 因而 P'=P”. 故 P(CC(X, TILO)=TIICC OO 


P 是 双 射 . 


注意 到 ,对 于 每 一 LsL Ae w 和 L 的 开 集 V,P” (pix ([A, VD)=p ,x oP)”([A, V])=[A， 


| 


pi (VY. 


仅 当 fe (pjx 。P)”([A, V]). 所 以 P 是 连续 的 . 


{[A, pi (V)] :Ae Q,V 是 LL 的 开 集 } 是 C,(X，[[2 的 子 基 . 


故 P 是 同 胚 . 国 


有 实 上 , fe[A, pi (V)], 当 且 仅 当 pl of(A) 二 V, 当日 


练习 


若 Q 是 X 的 遗传 闭 的 紧 网 络 ， 由 引 弄 


4.5.1 设 由 是 T; 空 间 工 上 相 容 的 一 致 结构 , 则 内 射 谍 一 C,(X, ID) 是 财 嵌 入 . 


4.$.2 若 CCX, D) 的 子 集 下 分 离 空 间 X 中 的 点 则 Ar 是 单 的 . 


4.$.3 ” 设 feC(X,Y)， 如 果 Q 是 空间 X 的 紧 网 络 ,Y 是 完全 正则 的 T， 


f*:C(Y, 民 ) 一 C。，(X, 月) 是 几乎 满 的 . 


4.5.4 设 w，p 分 别 是 空间 X 和 完全 正则 空间 Y 的 紧 网 络 ,fe CCX, Y), 那么 (1) f*:C j (Y, 


有) 一 C 。CX, 及) 是 连续 的 当 且 仅 当 女 c ) 由 BB 副 近 ; (2) 人 f 是 相对 开 函 数 当 


| 仅 当 (pix。P)OD(A)cCV, 当 且 
E 4.3.12, 


于 P([A, pi (WD)=p ix ([A, V]), 


空间 且 f 是 单 的 ， 则 


日 仅 当 Bjio 1 


逼近 ; (3) 让 X=Y Cu。 (X, 民 )=C p(X, 民 ) 当 且 仅 当 Q 与 可 相互 晕 近 . 


f(a) 


4.5.5 设立 是 空间 X 的 可 数 次 拓扑 和 . 证 明 : 对 于 点 态 收 敛 拓 扑 或 紧 开拓 扑 ， 函 数 空间 


C(X, 及 “) 同 胚 于 C(Y, R). 
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8$4.6” 几 个 经 典 定理 


本 节 介 绍 函 数 空间 理论 中 的 三 个 著名 的 经 典 定理 : Stone-Weierstrass 定理 , Ascoli 定理 和 


Nagata 定理 . 


C(X, R) 的 子 集 F 称 为 代数 (algebra)， 如 果 f, geFreR, 则 ftg, fg, rfeF 如 果 CCX, 了) 的 


代数 含有 非 零 常 值 函 数 , 则 称 F 是 西 代数 (unitary algebra). 显然 ,C(X) 自 身 是 西 代数 . 


引 理 4.6.1 设 a 是 正则 空间 X 的 遗传 闭 的 紧 网 络 . 如 果 F 是 函数 空间 C, (X) 的 代数 ， 则 


下 也 是 C,(X) 的 代数 


证 明 定义 9:C, (OxC,(X) 一 C, (3?) 为 9 (Eg)=ftg, 则 9 连续 (定理 4.3.11) 且 


fb (ExFP)CE 于 是 G (FxF)=b(FxF)c pFxF) CF, 从 而 F 中 两 个 函数 的 和 仍 属于 下 . 


同 理 , 利用 函数 (f，g) fg 和 (x, ff 的 连续 性 可 以 证 明 F 关于 两 个 函数 乘积 ， 数 乘 也 是 封 


闭 的 (练习 4.3.5). 故 F 是 代数 .和 


引 理 4.6.2 ”Vt e COD 是 I 上 多 项 式 的 一 致 收 化 极限 . 


证 明 由 二 项 式 定理 知 , 对 于 每 一 xs [0, 1) 有 1- V1 一 X =en 


x”. 由 于 上 述 级 


加 


数 是 正 项 级 数 , 所 以 对 于 每 一 xe[0, 1), n 项 部 分 和 S, x) 满足 0<S, (0)<1-VI-x <1, 又 


于 每 一 $ ,CO 在 x=1 是 连续 的 , 所 以 S, (1)< 1, 于 是 {S, (1)} 是 单调 有 界 的 数列 ， 从 而 


风 


上 一 致 收敛 于 极限 函数 1- Vt .如 果 令 P,(D=1-S (1)， 则 多 项 式 P, (0 在 IE 一 致 收敛 于 Vt . 


{S, (1)} 是 收敛 序列 因此 震级 数 之 ,eN 


x "在 I 上 一 致 收敛 . 这 说 明 函 数列 {S (1-t)} 在 I 


引 理 4.6.3 ”如 果 F 是 函数 空间 C,(X) 的 闭 的 西 代数 ,那么 


(1) 若 feF, 则 |eF; 


(2) 若 f,g eR 则 max{f, g}, min{f, gj eF 


证 明 设 feF 为 了 证 明 上 ieF, 由 的 闭 性 ， 只 须 证 明 由 在 C。 (CO 中 的 任 一 基本 邻 域 


Nian[Ai, Vi 与 FE 相交 . 让 K=U ji,A;，E =min jo, {d(CA,), 展 NV ,)}, 其 中 d 是 R 上 的 欧 儿 
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里 得 度量 , 则 KK 是 X 的 紧 子 集 且 & >0. 由 K 的 紧 性 , 存在 b>0 使 得 对 于 每 一 xeK 有 |f(x)|<b. 


由 引 理 4.6.2, 存在 多 项 式 列 {P, QD} 在 I 上 一 致 收 化 于 Vt ,于 是 {bP , Gf?/b”)} 在 KK 上 一 致 收 


敛 于 bVf 7/b” = 四 从 而 存在 me N 使 得 当 xe K 时 有 |bP , (f? Wb?)(x)- 有 Gl< & ， 因 此 


bp, (f° /b* )eFN (MN;, [A,, VD 故 f eF 


i<n 


| 1 8 1 
因为 max{f, g]== (Frere), min{f, gj= 记 (gg 所以, 若 gsER 则 max{f, 人， 


min{f,gjeF.E 


定理 4.6.4 ” (M. H. Stone-Weierstrass 定理 ) 设 Q 是 正则 空间 X 的 遗传 闭 的 紧 网 络 且 F 是 


C , (0) 的 西 代数 . 阁 F 分 离 X 中 的 点 ， 则 FF 是 C,(X) 的 稠密 子 集 . 


证 明 (4.1) 对 于 X 中 不 同 的 点 yz， 和 实数 a,b,， 存 在 heF 使 得 h(y)=a Hh(z)=b. 
由 于 下 分离 X 中 的 点 ,存在 geF 使 得 g(y) 冯 g(z), 再 由 于 F 含有 非 零 的 常 值 函 数 ， 于 是 


h=at (g-g(y)) 是 符合 要 求 的 函数 . 


b-a 
2(7)- g(y) 


为 了 证 明 F 是 C。C9 的 稠密 子 集 ， 只 须 证 明 F 是 C ,CO 的 稠密 子 集 , 即 每 一 feC ,CO 


的 基本 邻 域 站 [A ,,V;] 与 F 相交 . 设 K=U ,Aj,， 8 =minj, {d(f(A,),RNYV ,)), 则 KK 是 X 


的 紧 子 集 且 es >0. 


(4.2) 取 定 zeK, 存在 ge 下 使 得 g(z)=ftz) 上 且 对 于 每 一 xcK 有 gCOx<fooO+E . 


由 (4.1), 对 于 每 一 xeK, 存在 h ,esF 使 得 h ,(z)=f(z) 且 h CoOxfox)+Es72. 因为 h ,的 连 


续 性 , 存在 x 在 X 中 的 邻 域 V, 使 得 当 yeV ,时 有 h,(y)<f(y+e. 再 由 K 的 紧 性 , 存在 KK 


引 理 4.6.1 和 引 理 4.6.3， 


的 有 限 子 集 {x } ,en 使 得 {V 。} ,< 覆盖 K. 定义 g=min4, {h 。)， 


ge FF 且 对 于 每 一 xeK， 存 在 k<m 使 得 xeV, ,村 是 g(x)<h, (x)<f(x)+e. 


(4.3) 存在 ge FF 使 得 对 于 每 一 xeKK 有 |f(x)-g(0)|<&. 


对 于 每 一 ze K, 存在 g. e 下 满足 (4.2). 由 于 g,(z)=f(z), 于 是 f(z)-& /2<g,(z), 所 以 存 


在 z 在 X 中 的 邻 域 V .使 得 当 yeV .时 有 f(y)-s <g_(y). 由 K 的 紧 性 ,， 存在 有 限 子 集 族 


{V ,} 六 覆盖 K. 让 g=max jj {g.}, 则 ge F. 对 于 每 一 xeK, 存在 j<1 使 得 xe V,， ,于 


是 fo- es <g 。(CO < g00， 再 由 (4.2)，gCO=max joy {g 。 COj<fooO+ 6 ， 从 而 在 K 上 有 
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[f(x)-gC)l<E . 


这 表明 geFEm(ni。IA,V). 故 F=C。(CX). 四 


定理 4.6.4 推广 了 1885 年 K.， Weierstrass 得 到 的 数学 分 析 中 经 典 的 Weierstrass 逼近 定理 


(Weierstrass approximation theorem): 若 了 是 闭 区 间 [a pb] 上 的 连续 函数 ， 则 存在 多 项 式 列 


{P, (x)} 使 其 在 [a bJ] 上 一 致 收敛 于 f. 而 M. H. Stone[1947] 将 其 拓 广 为 紧 空 间 关 于 一 致 收敛 拓 


扑 的 情形 . 对 于 紧 开 拓扑 的 情形 , 定理 4.6.4 的 叙述 来 自 J. 工 Kelley[1955], 证 明 取 自 工 . 
Dugundji[1966]. 


对 于 积 空间 J]L,_AX。 及 A 的 非 空 子 集 B， 定义 投影 函数 (projective 
function)p s :][, ,Xs。 一 [1sX。， 即 对 于 每 一 x=(x 。)e ]], Xs。 和 coeB 有 


Pp a (PB (X))=X ,. 


例 4.6.5 对 于 无 限 集合 A 及 Tychonoff 方 体 IT^, 若 fsCG^A, 展 ), 则 存在 A 的 可 数 子 集 


B 和 连续 函数 p :ps (I^) 一 及 使 得 人 Popn. 


证 明 让 X=I^. 对 于 A 的 每 一 非 空 有 限 子 集 E 记 Cp={@9 ops eC(X) : p ec )}. 


令 D=U {Cs :上 是 A 的 非 空 有 限 子 集 }, 则 D 是 Ci(X, 民 ) 的 西 代数 且 分 离 X 中 的 点 ,由 


Stone-Weierstrass 定理 , D 是 C, (X) 的 稠密 子 集 . 因为 X 是 紧 空 间 , 对 于 每 一 nEN， 存 在 


f, EeD 使 得 sup ,x |f(x)-f, C)K1n， 于 是 存在 A 的 非 空 有 限 子 集 F, 使 得 f;, e Cas. 令 


B=U,sFE,， 则 B 是 A 的 可 数 子 和 


A 


(5.1) 若 x,x"eX 且 pg (xX)=p p(x")， 则 f(x)=f(x”). 


事实 上 ， 对 村 全 和 ne N, pea (Xx)=p F， (X’), 于 是 f , (x)=f , (x’), 从 而 


[oO-fGx 和 ECO- COHE (x ) -f(x )|<2/n. 故 f(x)=f(x’). 


定义 函数 p :ps (X) 一 下 如 下 . 对 于 每 一 qep gs (X)， 由 (5.1), ftp (gq) 是 单 点 集 ， 定 义 


9 (q)=f(p L(g)). 显然 , 仁 9 ops. 


(5.2) 9 :ps (X) 一 及 是 连续 的 . 
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对 于 每 一 qe pp (X),， 记 二 9 (q), 取 定 xeX 使 得 ps (x)=q, 则 f(x)=r. 让 W 是 r 在 民 中 的 


邻 域 , 存在 X 中 的 基本 开 集 U 使 得 xeU 且 KU)CW. 再 让 U 是 X 中 的 基本 开 集 满足 


pp (U)=p s (VU), p Ag (VU)=I Se ,由 (5.1) 有 fU')=fKU) < W 再 由 go 的 定义 ， 


9 (ps (U)=f(p 3 pe (OO) Cfpa ps (TAU) Cc W, 而 xsU, q=ps (X) Eps (VU), 所 以 


Ps (UD) 是 q 在 ps (X) 中 的 邻 域 , 故 o 是 连续 的 .和 


f 的 值 由 可 数 个 坐标 决定 ， 这 性 质 称 为 f 依赖 于 可 数 个 坐标 (depend on countably many 


coordinates) 或 定理 6.1.1 介绍 的 因子 引 理 的 特例 . 
本 节 的 第 二 部 分 介绍 关于 函数 空间 收敛 性 的 Ascoli 定理 . 19 世 纪 末 关于 函数 列 的 收敛 性 


问题 的 研究 在 意大利 十 分 活跃 ， 最 重要 的 是 G Ascoli[1883] 引 入 等 度 连续 性 (equicontinuity), 


作为 Ascoli 定理 的 现代 发 展 ， 下 面 利 用 均匀 连续 性 给 出 Ci (X, D) 中 紧 子 集 的 刻画 . 


设 X 是 拓扑 空间 ,LX 的 子 集 F 称 


为 均 义 连续 的 (evenly 


continuous)(Kelley[1955])， 若 对 于 
一 xeX,relL 和 r 的 邻 域 V， 存 在 x 的 


邻 域 U 和 FT 的 邻 域 V' 使 得 当 feF 


f(x)eV’? 时 有 f(U)cYV, 即 e(Ux(ENNIx, 


图 下 均匀 连续 


V']cvV 其 中 eXxLx 一 XX 是 赋值 


引 理 4.6.6 设 工 是 正则 空间 . 如 果 下 是 C(X, 了 的 均匀 连续 子 集 , 那么 F 在 LX 中 的 闭 


包 也 是 均匀 连续 的 . 


证 明 让 F 是 F 在 LX 中 的 闭 包 . 对 于 每 一 xeX,relL 和 r 的 闭 令 域 V, 由 于 F 是 均匀 连 


续 的 , 存在 x 的 邻 域 U 和 的 开 邻 域 V' 使 得 当 feF 且 f(x)e VV 时 有 f(D)cvV. 设 feF 且 


f(x)e V’”， 由 引 理 4.4.11， 存在 F 中 的 网 {fy } jp 点 态 收敛 于 f， 再 由 定理 4.4.13, 存在 doeD 


使 得 当 d>do 时 有 fy Ge V’. 如 果 ue U, 则 当 d>do 时 有 fv(osV 于 是 由 VV 的 闭 性 知 


fu) eV 因而 f(U)c V 所 以 下 是 均匀 连续 的 . 由 此 ,FF 存 LX 中 的 闭 包 等 于 F 在 C, (X, DD 中 


的 闭 包 .上 


设 X,Y 和 工 是 三 个 拓扑 空 


间 ， 指数 函 数 (exponential functioD)E:LXYY 一 > (LX)Y 


于 每 一 feL ,xe XX 和 yeY 有 EO)(y)(x)=f(x, y). 易 验 证 ,指数 函数 是 双 射 (练习 4.6.1). 如 


果 feC(XxY, LL)， 那么 对 于 每 一 ye YY, EGG) eC(X, LD). 


了 简明 起 见 ， 指 数 函 数 在 CCXx YY, L) 上 的 限 和 


CCX, L))( 引 理 4.6.9)? 何 时 ECC(XxY, D)=C(CY C(X, DD)( 引 理 4.6.10)? 


引 理 4.6.7 设 Z 是 紧 空 间 ,L 是 正则 空间 . 若 E:CXxZ, D) 一 CCX, D) 


对 于 每 一 feC(XxZ, LL), E(f)( 


证 明 设 xeXx, reLlL 上 且 


7Z) 是 C(X, D) 的 均匀 连续 的 子 全 


漆 


V 是 r 的 开 邻 域 , 取 工 的 开 集 VV’' 使 


因而 E(C(X xY, LD) CC(X, DY. 为 


| 仍 记 为 E. 下 面 讨论 何 时 ECCXxY LD)C CCY 


“是 指数 函数 ， 则 


得 reV'CV' cyV. 让 p,: 


XxZ 一 Z 是 投影 函数 ， 定义 Y=p, (({x}xZDNNf7 (V')), 则 Y 是 2Z 的 紧 子 集 ， 由 定理 1.3.3， 


影 函 数 pi:XxY 一 X 是 闭 映 射 ， 


果 geED(DE g(x) eV', 忆 


Zef-V. 若 x*eU, 则 x 


gpi((YxX)Nf 1(V)),， 于 是 (x*, z) ef 


7Z)eV, 故 g(U)cCV. 因此 ,EQ)( 力 是 CC D) 的 均匀 连续 的 子 集 . 国 


引 理 4.6.8 如果 F 是 C ， 


反之 , 如 果 工 是 正则 空间 ,F 是 C , (X, LL) 的 紧 子 集 且 e: XxF 一 L 是 连续 的 ,那么 F 


于 是 U=X\p1((XxY)Nf 711(V)) 是 x 在 X 中 的 玫 


F 邻 域 .如 


了 么 存在 zsZ 使 得 g=E(D)(z), 于 是 f(x, z)=gC) eV, 所 以 (x 


了 (V)， 从 而 g(x”)=f(x”， 


(X, 攻 ) 的 均匀 连续 的 子 集 ， 那么 赋值 函数 e: XxF 一 工 是 连续 的 . 


证 明 设 F 是 均匀 连续 的 , 让 (x, DeEXxEF 且 V 是 e(x, f)=f(x) 在 工 中 的 邻 域 , 则 存在 x 


I 邻 域 U 和 f(x) 的 邻 域 V 使 得 当 


实 上 , 若 (x”, g)eUx[x, V'], 则 gcOsV，， 


E(e)(F)=F， 其 中 E:C(XxF LL) 一 C(X, LDL) 是 指数 函数 ，! 


于 是 g(x’)e V, 即 e(x’, g)eV， 故 e 是 连 


引 理 4.6.7， 逆 命题 成 立 


geF 且 goJesV 时 有 gcCV 从 而 e(Ux[x, VcY. 


续 的 . 因为 


ey 


Will 


CCX, D) 的 子 集 下 称 为 在 xeX 是 点 态 有 界 的 (pointwise bounded), 如 果 e, (F) 是 工 的 紧 子 


F 称 为 点 态 有 界 的 ,如果 上 在 X 的 每 一 点 是 点 态 有 界 的 . 因为 e 


x 


总 是 连续 的 ( 见 


后 的 说 明 ), 如 果 工 是 T; 空间 , 则 CCX, ID) 的 每 一 个 基 子 集 是 点 态 有 界 的 ， 
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集 ， 其 中 e,:C , (X, DD) 一 工 是 在 x 的 赋值 函数 . 回忆 e,(F)={f(x) :feF}， 有 时 记 e , (EF) 为 F(x). 


E 论 4.5.12 


如 果 @ 是 空间 X 的 闭 网 络 且 工 是 T, 空间 , 则 C ,CCX,D<C。 CD 且 C。 (X, 了 是 T, 空 


间 ( 定 理 4.3.2 和 定理 4.3.5), 于 是 C。(CX, ID) 的 紧 子 集 是 财 ， 点 态 有 界 的 . 引 理 4.6.8 表明 在 一 


定 的 条 件 下 , C。(X, D) 的 紧 子 集 也 是 均匀 连续 的 . 


引 理 4.6.9 设 w% 是 空间 和 的 紧 网 络 且 工 是 正则 的 T 空间 , 则 C。CG, D) 的 每 一 财 ， 点 态 


有 界 且 均 匀 连 续 的 子 集 是 紧 的 . 


证 明 先 证 明 , 若 Y 是 拓扑 空间 , fe C(XxY, D), 则 EQ):Z 一 C, (X, D) 是 连续 的 ， 其 中 


E:CIXxY D 一 C。(CX, DY 是 指数 函数 . 设 yeY 且 [B, W] 是 EG() 在 C。(CX, D) 中 的 基本 


邻 域 . 对 于 每 一 xeB, f(x, y)e W, 分 别 存在 x 在 广 中 的 邻 域 V. 和 y 在 立 中 的 邻 域 U , 使 得 


flV , xU,)cW. 因为 B 是 紧 的 存在 B 的 有 限 子 集 {x ;};c, 使 得 BU ;ssV， .让 


4 实 上 ,对 于 每 一 ye U,xeB, 存在 i<n 


4 


也 
这 
EE 


,，， 则 如 是 y 的 邻 域 且 E(D(U) CI[B, WI]. 


Wihal 


使 得 xeV ，，, 于 是 EQ)(y)(x)=f(x, yeW, 即 E(D(U)(B)c W, 所 以 EQ)(U)c [B, WwW] 故 EQ) 


是 连续 的 . 


设 F 是 C,(X, 有 DD 的 闭 ， 点 态 有 界 且 均匀 连续 的 子 集 . 由 引 理 4.6.6,F 在 C ,(X, 世 中 的 闭 


包 Y 是 均匀 连续 的 , 又 由 引 理 4.6.8, 赋值 函数 e: XxY 一 LL 是 连续 的 ,于 是 Ele) 是 连续 的 . 因 


为 Y 是 紧 空间 J {e,(F) :xeX} 的 闭 集 ， 所 以 了 是 C ，(X, D 的 紧 子 集 ， 因 而 E(e)(Y)=Y 是 


C ,(X, ID) 的 紧 子 集 . 再 由 于 F 是 Y 在 C。(X, ID 中 的 闭 引 


于 是 F 是 C。(CX, D) 中 的 紧 子 集 . 国 


A 


pa 


若 % 是 空间 X 的 紧 网 络 ， 由 引 理 4.6.9 第 一 段 的 证 明 ， 则 对 于 每 一 空间 Y 有 E(C(XxY, 


LL)) CC(Y, C。(CX LDL) 因而 , 对 于 每 一 空间 YY 有 E(CXxY DD) CC(Y, Ci(X, ID) 


引 理 4.6.10 设 X 是 T, 空间 . 若 XxY 是 k 空 间 , 则 指数 函数 E:CIXxY ID 一 CCY CCX， 


TI)) 是 满 函 数 . 


证 明 让 gscYC, CD) 由 于 ELX (LX) 是 双 射 , 所 以 E”(g)eLX. 因为 


XxY 是 k 空间 , 只 须 证 明 B- (g) ws 是 连续 的 (练习 1.6.3), 其 中 A 和 B 分 别 是 X 和 YY 的 非 


空 紧 子 集 . 让 j:A 一 X 是 包含 映射 , 由 推论 4.5.8(2), 诱导 函数 六 :C , (X, LL) 一 C,，(A, 了 DD) 是 连 
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续 的 . 因为 A 是 紧 T, 的 , | 


id:A 一 A 是 恒 


1883 年 G. Ascoli 证 明了 断言 : 闭 


推论 4.5.12， 赋 值 函数 e:A xC, (A, LL) 一 L 是 连续 的 . 让 


区 间 [a, b] 上 的 连续 函数 列 含有 一 致 收敛 子 列 当 且 


等 映射 , 则 BE !(g) nvp=eo (idxj*)o (idxgp). 所 以 Eg)eC, (XxY,D. 


公 当 


它 在 [ab] 上 是 一 致 有 界 (uniformly bounded) 和 等 度 连续 的 . 这 就 是 著名 的 Ascoli 定理 (或 


Ascoli-Arzela 定理 ), 它 是 建立 紧 算 子 谱 剧 


定理 4.6.11 (Ascoli 定理 ) 设 和 是 T, 的 KK 


长 是 紧 的 当 


y 


仅 当 


本 
经 


键 定理 (key theorem).， 由 Bagley 和 Yang[1966] 证 明 的 下 述 定理 是 Ascoli 经 


Ei 论 (the spectral theory of compact operators) 的 一 个 关 


定理 的 现代 发 展 . 


Fs 间 , 工 是 正则 的 T| 空 间 , 那么 Cj (X, ID) 的 子 


证 明 


FE 是 C,(X, D) 的 紧 子 集 . 


再 


由 引 理 


4.0.9， 人 须 训 


由 


则 了 是 


用 且 


点 态 有 界 的 .| 


它 是 闭 ， 点 态 有 界 且 均 匀 连 续 的 . 


E 明 C (X, D) 的 每 一 紧 子 集 是 财 ， 点 态 有 界 


Cohen 定型 


均匀 连续 的 . 设 
(定理 1.6.11), XxF 是 k 空间 ， 


引 理 4.6.10, 指数 函数 E:C(XxF D) 一 C(E C, (X, D) 是 满 的 . 让 e: XxF 一 L 是 赋值 函 


数 ， 则 Ele) 是 从 F 到 CC (X, 也 的 包含 函数 , 所 以 E(e)e E(C(X xE LL)), 而 EE 是 双 射 , 于 是 6 


纪 | 开 


站 


契 


由 对 


介绍 Nagata 定 ] 


理 . 它 表 明 一 定 条 们 


E 4.6.8, 下 必定 是 均匀 连续 的 . 目 


F 下 函数 空间 C , (X, 民 ) 的 代数 拓扑 结构 决 


了 底 空间 X 的 拓扑 结构 . 记 C , C , (X)=C , (C , (X, 民 ), R)， 如果 X 是 完全 正则 的 了, 空间 ， 


用 线 引 理 ( 定 理 4.5.2)，A :一 CC ,(X) 是 向 入 , 所 以 X 中 的 元 (实际 上 应 为 A CO 中 的 


元 ) 可 视 为 是 C , (X) 上 的 实 值 连续 函数 . 这 时 , 对 填 每 一 xe XX 和 feC ,(X) 有 xQ)=f(x), 好 x 


[a 


XE 又 


C ,C,(X) 的 | 


置 LL ,(X)={2i, Tix; EC,C, (X) 


线性 拓扑 空间 工 的 对 偶 (duaD) 空 间 是 工 | 


,， 记 其 为 工 . 


扑 的 空间 


的 赋值 函数 . 借助 函数 空间 的 代数 运算 ， 对 于 XX 


X 生成 的 子 空间 . 关于 C ,Cc ,CO 


的 元 通过 相 入 可 


加 法 运 人 


空间 C,C，(X)( 练 习 4.3.5) 中 包含 X 的 最 小 的 线性 子 空间 . 


和 数 乘 运 全 


引 理 4.6.12 设 X 是 完全 正则 的 T 空间, 则 工 ，CO=(C，(CX) 
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进行 线性 运算 . 


: x, EX, r, eR, i<ne N}, 则 L , (X) 是 线性 空间 


, L ,CO 是 线性 拓扑 


FEF 所 有 实 值 线性 连续 函数 的 集合 赋予 点 态 收敛 拓 


证 明 显然 , 对 于 每 一 xeX, x 是 C, (X) 上 的 实 值 线 性 连续 函数 . 所 以 LL , (X) 的 元 是 


C , (X) 上 的 实 值 线 性 连续 函数 , 即 L, (X) CC , (X))”. 


反之 , 设 9e(C ,(X)). 让 f 是 C,(X) 上 的 零 函数 ， 由 于 $$ 是 线性 的 , 则 9 0)=0. 再 由 乡 


的 连续 性 , 存在 XX 的 有 限 子 集 S 和 0 在 民 中 的 开 令 域 V 使 得 @ ([S, VJ)C(-1 1)( 见 定理 4.3.11 


后 的 说 明 ). 设 S={x1,Xx,，,.…,X, }, 其 中 当 i 关 jj 时 有 x; 冯 Xx ). 


断言 : 如 果 geC,(X) 且 当 i<n 时 有 g(x;)=0, 则 9 (g)=0. 事实 上 ,对 于 每 一 ke N 有 


kge [S, VJ, 于 是 |9 (kg)|<1, 因此 k|Y (gl1, EG Cok, UY (g)=0. 


现在 , 对 于 每 一 i<n, 取 g, eC,(X) 使 得 gj(x,)=1 且 g,(SN{x;)) cf{0), 令 


实 上 ， 置 h=g 一 


oy 


r=$(g 1)eR 下 面 证 明 对 于 每 一 gsC， 00 有 (ei ri gi). 


(2 8X )g;), 则 he C , CO 且 对 了 i<n 有 h(x, )=0, 于 是 (h)=0. 由 于 6 是 线性 的 ， 


Ds Wt et es er BE 


$ (8)=T rg (Dar,x)(e). 从 而 几 = rixiEeL， GO. 因此 EC, 00) cL, C00. 


设 G 和 HH 是 两 个 关于 各 自 的 乘法 运算 封闭 的 集合 ,， 称 函数 人 G 一 H 是 一 个 同 态 


(homomorphism)， 若 每 一 f(xy)=f(x)f(y). 若 同 态 f: G 一 H 是 一 个 双 射 ， 则 称 f 是 一 个 同 构 
(isomorphism)， 如 果 存 在 G 与 之 间 的 同 构 , 则 称 G 与 英 同 构 . 如 果 G 和 博古 两 个 拓扑 群 ， 
且 存 在 函数 f G 一 H 既是 同 构 又 是 同 胚 , 则 称 拓扑 群 G 与 H 拓扑 同 构 (topological 
isomorphism). 如 果 G 与 再 是 两 个 拓扑 环 ， 且 存在 函数 人 G 一 开 既 是 同 胚 又 关于 环 的 加 法 运 
算 和 乘法 运算 都 是 同 构 , 则 称 拓扑 环 G 与 H 是 拓扑 辣 构 . 


定理 4.6.13 (Nagata 定理 [1949]) 设 X, Y 是 完全 正则 的 Ti 空间. 如 果 拓 扑 环 C , (X) 和 


C , (7 拓扑 同 构 , 则 空间 X 和 了 同 胚 . 


证 明子 数 $:C ，(CX) 一 下 称 为 可 乘 的 , 如 果 对 于 任意 的 gs Cn (X) 有 9 (fg)=p (D9 (8). 


对 于 空间 X, 记 久 ={ 6 eC,C,(X) : 分 是 C ,CO 上 非 零 的 线性 可 乘 函数 ] 由 引 理 4.6.12， 


XCX CL, (X). 可 类 似 定义 立 使 得 YCY cL , (Y). 设 h 是 拓扑 环 C。 CO 到 拓扑 环 C , (Y) 


的 拓扑 同 构 , 定义 日:X 一 了 使 得 9 ($6)=G oh， 则 eB 是 拓扑 空间 X 到 拓扑 室 间 立 的 同 胚 
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(练习 4.6.4), 所 以 只 须 证 明 X= 关 和 Y= 站 .下 面 证 明 义 CX. 


设 9 eX, 则 Gp #0. 由 于 办 <sL ,(X)， 存在 ne N 和 xi eX, rf, < 了 RN\\{0}G< 品 使 得 


$= 站 ;rt;x;, 其 中 当 放 j 时 有 x, 关 x ;. 如 果 n>1, 则 存在 X 中 不 相交 的 开 集 V |， 和 V ,使 得 


对 于 i=1,2 有 xi eV ;CXN{x，:3<j<n}, 填 是 存在 f, eC , (X) 使 得 f(x;)=1r, 且 f,(X、 


V,)={0}, 这 时 9 (f )=2 jt fi;(xX ;=1. 所 以 Gf G4)G4, )=1 然而 ff, =0, 因而 


J 


9 (ff,)=0, 矛盾 . 故 只 能 是 n=1, 则 $=rix1. 设 g 是 C,(X) 上 取 值 恒 为 1 的 函数 , 则 g=g” 


Bog=p (8’ )=9 (9)9 (8@). 男 一 方面 ， $ (8)=r 1 x 1 (8)=r 1 g(x1)=r1. 从 而 ri =r1, 所 以 ri=1, 


于 是 6=x,eX. 因此 X Cx. 时 


C , (X) 是 线性 拓扑 空间 . 如 果 存 在 线性 函数 $9:C , (X) 一 C (7 是 同 胚 , 则 称 C , (X) 与 


C , (站 线性 同 胚 (linear homeomorphism). 这 时 也 称 拓扑 空间 XX 与 Y 是 1 等 价 的 -equivalent). 


显然 , 两 拓扑 同 构 的 连续 函数 环 是 线性 同 胚 的 . 


例 4.6.14 存在 不 同 胚 , 但 1 等 价 的 空间 (van Mill[2001]). 


地 


设 X=[0, 1]U[2, 3], Y=[0, 2] U {3} 都 赋予 欧 几 里 得 子 空间 拓扑 ， 则 XX 与 Y 不同 胚 . 定义 


$:C , (X) 一 C，(Y) 使 得 对 于 每 一 fseC, CO 和 yeY 有 
f(y) ，0<y<l 
fgGDO=1iKY+D-CGCO)-KD)， 1<y<2. 
f(2)-f(1) , y=3 


则 9 是 线性 同 及 (练习 4.6.5). 国 


练习 


4.6.1 ”指数 函数 E:LX* 一 (LL )* 是 双 射 . 


4.6.2 ”在 积 空间 了 中 , F 是 民 ” 的 紧 子 集 当 且 仅 当下 是 R” 的 闭 子 集 且 对 于 每 一 xe X,， 


F[x]={f(x) : fsEF} 是 了 的 有 界 集 . 


4.6.3 设 X 是 完全 正则 的 T, 空间 , 证 明 : (D)X 是 L， CO) 的 闭 集 ;(D)L，CO 是 CC ， CO 
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的 闭 集 ; G) X 是 C，C ,CO 的 闭 集 . 


4.6.4 证 明 : 定理 4.6.13 定义 的 函数 日 :X -~ 立 是 同 胚 . 


4.6.5 证 明 : 例 4.6.14 定义 的 函数 9 是 线性 同上 及. 
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第 五 章 C, (X, 了) 的 基数 函数 


定义 于 拓扑 空间 到 基数 集 之 间 的 对 应 f 称 为 基数 函数 (cardinal function)， 若 对 于 每 一 拓 


扑 空间 X, 对 应 一 个 基数 f(X) 使 
重要 的 拓扑 性 质 ( 如 第 二 可 数 性 
引出 : 在 集 论 拓扑 学 中 基数 函数 的 思 


捞 


本 章 围绕 函数 空间 的 


基数 函数 间 的 一 些 基本 关系 ,主要 


得 如 果 空 间 XX 同 胚 于 空间 立 则 f(X)=f(Y). 基数 函数 将 一 些 


\、 第 一 可 数 性 、 可 分 性 等 扩展 到 高 基数 的 情形 . R. Hodel[1984] 


I 


有 效 和 最 重要 的 统一 概念 (unifying concept) 之 一 . 


是 最 
P 心 问题 ， 将 从 基数 函数 的 角度 建立 拓扑 空间 X 与 函数 空间 CCX, R) 上 


涉及 权 ， 弱 权 ,， 网络 权 , 筒 密度， 胞 腔 度 ， 特 征 , 伪 特 征 ， 


tightness，Lindelif 数 等 基数 函数 及 度量 性 ， 次 可 度量 性 ， 弱 第 一 可 数 性 ,完全 性 等 拓扑 性 质 


包括 几 个 有 趣 的 对 个 员 


定理 . 除非 特别 说 明 , 本 章 所 论 空间 均 满 足 完 全 正则 且 T, 分离 性 质 


值 域 空间 总 是 指 具 有 通常 度量 p 的 实数 空间 恨 ， 于 是 记 C(X, 民 ) 为 C(X).， a 总 是 指定 义 域 空 


间 X 的 遗传 闭 的 紧 网 络 , 简 记 为 {XX，Q}. 不 失 一 般 性 , 可 以 设 X 是 无 限 集 且 c 关于 有 限 并 


封闭 . 


w(X)=@ t+min{| 弄 : 允 是 
是 X 的 秽 密 子 集 }. 空 


的 特征 x (X, x)=@ +min{|B ,|: 


c(X)=@ +sup{|Z| : 


当 且 仅 当 c(X)=@. 


先 证 明 相关 的 三 个 积 空 


空间 X 是 可 分 


回忆 一 些 熟知 的 基数 函数 . 集合 S 的 基数 记 为 |S|. 空间 X 的 权 (weighb 定义 为 
是 空间 X 的 基 }. 空间 X 的 稠密 度 (density) 定 义 为 d(X)=@ +min{|D|:D 
间 X 的 特 生 


下 (character) 定 义 为 x (X)=sup{ xX (X, x) :XeXl， 其 中 X 在 x 


有 .是 X 在 x 的 邻 域 基 }. 空间 X 的 胞 腔 度 (cellularity) 定 义 为 


VY 是 X 的 不 相交 的 非 空 开 集 族 }( 与 紧 化 的 符号 相似 ). 这 些 基 数 函 数 刻画 
了 一 些 众所周知 的 拓扑 性 质 . 如 ， 
可 数 空间 当 且 仅 当 w(X)=@; 


空间 X 是 第 一 可 数 空间 当 且 仅 当 x CO=w ; 空间 X 是 第 二 
间 当 且 仅 当 dCO=w ; 空间 X 具有 可 数 链条 件 


则 


吕 


间 的 基数 不 等 式 . 


引 理 5.0.1 若 对 


卫生 一 
J SE 


证 明 对 于 每 一 seS, 设 华 ,j 


S 有 w(X,)< 48ISI< 4, 则 wdl,s XxX,)< 41. 


是 空间 X ,的 基 且 |B,|< 4, 则 {p(B ,):B,e2B,,seS} 是 


积 空 间 I1,.sX ,的 子 基 ， 其 有 


SE9 


所 以 w(T[_.X <14. 


限 交 的 全 体 所 构成 的 集 族 B 是 [[,.,X ,的 基 . 由 于 |B| 和 4， 


SE9 
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由 此 , 对 于 非 空 积 空间 的 权 数 有 公式 w(X”)=max{|Y|, w(X)}( 练 习 5.1.1). 类 似 地 , 可 以 


证 明 


引 理 5.0.2 ” 若 对 于 每 一 seS 有 Xx(X,)<AHIS|<4, 则 x (Jl,.X,)<4.8 


引 理 5.0.3 (Hewitt™[1946]-Marczewski[1947]-Pondiczery[1944] 定 理 ) 若 对 于 seS 有 


dX ,)< 4 有 ISI<2°, 则 d(T, X,)< 14. 


证 明 不 妨 设 |S|=2* 且 每 一 空间 X, 是 非 空 的 , 让 D ,是 空间 X, 的 稠密 子 集 有 |D,|< 4. 


只 须 证 明 d( 了 ,sD,)< 4. 让 DC4) 表 示 基数 4 的 集合 赋予 离散 拓扑 的 空间 , 每 一 f 是 从 


D(4) 到 D ,的 任意 满 函数 ， 并 且 定 义 乘 积 函 数 三 Il,.f,:Il,.sD(4) 一 I[,sD ,为 


f((x ,)=(f(x ,)),， 则 f 是 从 积 空间 D(4)> 到 II,.,D ,的 连续 满 射 , 所 以 又 只 须 证 明 


dOD(4)2 < 02. 


记 工 为 由 二 点 组 成 的 离散 空间 的 4 次 积 空间 , 则 |TE2” 且 w(T)< 4. 让 2 是 空间 工 的 基 


且 加 < 和 ,再 让 7 是 由 B 中 所 有 互 不 相交 的 有 限 子 集 形成 的 族 ， 则 | 由 < 4 .显然 ， 


D(4) =ILaY ,其 中 每 一 Y,=D(4). 称 函数 &T->D(4 ) 有 性 质 C, 如 果 存 在 7 的 元 


{U ,} ,使 得 g 在 每 一 U, 和 TNU,,,U ,上 取 常 值 . 令 D={ge D(4) : g 具有 性 质 C}， 则 


ID|< 4. 下 面 证 明 D 是 D(X4)” 的 稠密 子 集 . 设 V 是 空间 IIL “Y 的 非 空 开 集 ,存在 工 的 | 


互 不 相同 点 组 成 的 有 限 子 集 {t;} i 和 D(4 ) 的 有 限 子 集 fy, } is 使 得 站 i py )cV 由 于 


T 是 T, 空间 ,存在 {U, } ,。。eE7 使 得 每 一 t, e U,. 定义 g:T 一 D(4) 满 足 当 te U ,时 有 f(t)=y，,， 


当 te TNUiaU; 时 有 f(D=y1, 则 geDNV, 所 以 D 是 D( 4)” 的 稠密 子 集 . 故 


dD(4)” )<4. 


推论 5.0.4 若 对 于 每 一 se S 有 dX,)<4, 则 c(ITIl,sX,)<4. 


证 明 设 {U,}ier 是 乘积 空间 ]1,.sX, 的 互 不 相交 的 非 空 开 集 族 . 不 妨 设 每 一 U ,是 


IT,X ,的 基本 开 集 , 于 是 存在 $ 的 有 限 子 集 S ,和 每 一 空间 X , 开 集 W' 使 得 当 seSNS, 时 


4 美国 数学 家 了. Hewitt(1920-1999), 他 是 美国 数学 家 M. H. Stone(1903-1989) 的 学 生 . 
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W'=X, 且 U,=IL.w，. 


若 |T|> 4, 不 妨 设 IT|<2“. 让 So=UsarS,, 则 |So|<2”. 由 引 理 5.0.3, d(II,。。X)<4. 


| 于 每 U ‘=11,s W. x ll,ss X 2 所 以 { 1 Ws. } teT 是 空间 lI,.s X, 的 互 不 相交 的 


非 空 开 集 族 ,于 是 |T|< 14, 韦 盾 . 目 


对 于 可 数 链条 件 有 更 一 般 的 命题 : 积 空间 II _,X ,具有 可 数 链条 件 当 且 仅 当 对 于 S 的 每 


有 限 子 集 S。, 积 空 间 ]1],.s X ,具有 可 数 链条 件 ( 见 戴 牧民 [2003] 定 理 1.11.1 或 Hodel[1984] 


定理 11.6). 


$5.1 网 络 权 、 笛 密度 与 胞 腔 度 


回忆 c 网 络 的 概念 ( 见 定理 4.5.7 前 ). 空间 X 的 非 空 子 集 族 厅 称 为 X 的 c 网 络 ， 若 对 于 


每 一 Ae a 和 A 在 X 中 的 邻 域 U 存 在 B 的 有 限 子 集 B* 使 得 AcUB'cU. 空间 X 的 网 络 


权 (netweight) 定 义 为 nw(X)=@® +min{|B|: 6 是 X 的 网 络 }. 空间 X 的 Q 网 络 权 (@Q -netweight) 


定义 为 Qnw(X)=@® +min{|B|: 是 X 的 a 网络}. 如 果 a 由 X 的 所 有 非 空 紧 子 集 组 成 , 则 X 


的 c 网络 称 为 X 的 k 网 络 (定义 3.3.11), 而 X 的 c 网 络 权 也 称 为 X 的 k 网 络 权 (k-netweight). 


如 果 空 间 XX 的 k 网络 权 等 于 @w， 则 XX 称 为 No 空间 ( 见 推论 3.6.7 前 )， 如 果 空 间 X 的 网 络 权 等 


于 ， 则 X 称 为 cosmic 空间 (cosmic space). 


显然 , 对 于 每 一 {X,，Q } 有 d(X)<nw(X)=pnw(X)<<Q nw(X)<<knw(X) < w(X). 


定理 5.1.1 对 于 每 一 {X,Q} 有 nw(C, (X))=Q nw(X). 


证 明 设 太 是 空间 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 cw 网 络 目 |B| 上 Qnw(X)， 再 设 V 是 实数 空间 民 


的 可 数 基 . 若 fe [A, W], 其 中 Ae a, VezV 则 Acf-(V), 存在 B 的 有 限 子 集 {B ,} ,使 得 


ACU,,B,cf  (V), 于 是 fef| ,,[B,,V]CI[A,V], 所 以 集 族 {[B, V] :Be ,Ve 从 的 元 


i<n i<n 


的 有 限 交 全 体 的 族 是 空间 C ,C9 的 网 络 , 故 nw(C, (X)) < Qa nw(X). 


对 于 相反 的 不 等 式 , 让 F 是 空间 C,(X) 的 网 络 旦 | 有 Fj=nw(C , (X)). 对 于 每 一 Fe F， 定义 


及 让 F*={F* : Fe}, 那么 FF 是 义 的 Q 网 络 . 


二， 


oy 


F*={xeX: 对 于 每 一 feF 有 f(x)>0}. 


山中 
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对 于 每 一 Asw 及 A 在 X 中 的 开 邻 域 U, 由 3 


理 4.5.5,， 存在 fe C(X) 使 得 f(A)={1} 有 f(X、 


DD)c{0}. 让 W=[A, (0 +z), 则 W 是 f 在 C, (X) 中 的 邻 域 , 于 是 存在 FeF 使 得 fe Fc W, 


从 而 ACF*. 若 F* 生 U, 取 xeF*NU. 因为 x<gU， 所 以 f(x)=0. 又 因为 xeF* 且 feFE 所 以 


f(x)>0, 矛盾 . 故 F*CU. 因而 Qnw(X)<nw(C,(X). 有 


由 定理 5.1.1, 对 于 空间 X 有 nw(C , (X))=nw(X). 这 一 关系 也 可 以 从 定理 5.1.1 的 第 一 部 


分 证 明了 nw(C , (X)) <nw(X) 后 ， 由 更 简单 的 方式 导出 : 由 推论 4.5.14 前 的 说 明知 ,X 可 以 峰 


入 C, C, (X), J 是 nw(X) <nw(C pC»(X)) <C p(X), 所 以 nw(C p(X)=nw(X). 


由 于 Qnw(X) < w(X), 所 以 有 下 述 推论 . 


推论 5.1.2 对 于 每 一 {X, Q} 有 nw(C, (X)<w00. 和 有 


推论 5.1.3 (Michael[1966]) 设 X 是 空间 ， 则 


(1) C4 CO 是 cosmic 空间 当 且 仅 当 和 是 Ne 空间 ; 


(2) C , (X) 是 cosmic 空间 当 且 仅 当 X 是 cosmic 空间 . 目 


下 面 讨 论 空间 的 稠密 度 和 胞 腔 度 . 空间 X 的 弱 权 (weak weighb 定义 为 


ww(X)= w+min{fw(Y) : 存在 从 X 到 空间 Y 的 连续 双 射 }. 一 些 俄 罗 


电学 者 把 弱 权 称 为 i 权 


(i-weight) 并 记 为 iwCO(Arhangel’skii[1987]))， 空间 X 的 Q 权 (Q -weight) 定 义 为 


wo (X)=sup{w(A):Aea}. 


显然 , 对 于 空间 X, c(X)<d(X), ww(X)< w(X). 下 述 引 理 把 定理 2.2.8 推广 到 高 基数 . 


引 理 5.1.4 设 X 是 度量 空间 ,， 则 w(X)=knw(X)=Q nw(X)=nw(X)=d(X)=c(X). 


证 明 显然 , c(X)< d(X)<nw(X) < a nw(X)<knw(X) <w(X)， 所 以 只 须 证 明 w(X)<c(X). 


Bing 度量 化 定理 (定理 2.3.3), 设 会 U ,.n2, 是 度量 空间 X 的 Ga 离散 基 , 划 


册 
WW 
?tu 


X 的 离散 开 集 族 . 设 cCO=4， 则 每 一 及 ,| 和 4, 于 是 | 加 < 和 ,所 以 w(X)< 4. 故 w(X)<c(X). 


空间 XX 的 子 集 Y 称 为 X 的 C 嵌 入 的 (C-embedded) 子 空间 , 若 Y 上 的 每 一 连续 实 
有 到 X 的 连续 扩张 . 显然 , 正规 空间 的 闭 子 空间 ， 完 全 正则 空间 的 紧 子 空间 都 是 C 嵌 入 的 子 


空间 ( 引 理 4.5.5). 


引 理 5.1.5 设 A 是 空间 X 的 C 先入 的 子 空间 . 若 主 A 一 X 是 包 
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值 函数 


含 函 数 ， 则 诱导 函数 这: 


C(X) 一 CCA) 是 满 射 


证 明 对 于 每 一 gsC(A), 由 于 A 是 X 的 C 拒 入 的 子 空间 , 存在 fs CC 使 得 fA =g, 那 


么 对 于 每 一 xe A 有 这 (f)(x)=f(i(x))=f(x)=g(x)， 所 以 i*(f)=g， 故 六 是 满 射 .和 目 


定理 5.1.6 (Noble[1974]) 对 于 每 一 {X, Q } 有 w, CO<c(C ,CO)<dC (X)=ww(X). 


证 明 首先, 证 明 dC。CO)=wwCO. 因为 C , (X) <C。(X)< CC,(X), 于 是 


d(C , (X)) < d(C 。(X))< d(C (X)), 所 以 只 须 证 明 ddC (X)) < ww(X) < d(C , (X). 设 引 : 


X 一 Y 是 连续 的 双 射 ， 其 中 w(Y)=ww(X). 1 


平 满 的 ,于 是 d(C ，(X)) < d(C , (YD)) < nw(C (YD)) < w(Y)=ww(X). 为 了 证 明 


ww(X) <d(C , (X)), 设 D 是 C, (X) 的 无 限 稠密 子 集 且 |D|=d(C , (X)). 则 DD 分 离 X 中 的 点 . 习 


练习 4.5.3, 诱导 函数 0*: C ,(Y) 一 C, (X) 是 几 


ul 


实 上 , 对 于 X 中 不 同 的 点 x, y, 存在 ge C(X, [-1, 1]) 使 得 g(x)=-1 且 g(y)=1. 令 V=[x，(-oo， 


0)] 门 [y (0,+%)]， 则 V 是 C, (X) 的 非 空 开 集 , 存在 fsD 站 V 于 是 fx) 了 f(y), 所 以 D 分 离 X 


中 的 点 . 让 Al : 一 尺 " 是 对 角 线 函数 ( 见 定理 4.5.2 前 ), 即 对 于 每 一 xeX 和 feD 有 


An CGO)=f(x)， 由 练习 4.5.2，An 是 连续 的 单 射 . 


ww(X) <w( Ap (X)) < wR? )=ID|FdC , X)). 


引 理 5.0.1，w(R? )=|D|， 因 而 


故 d(C (X))=ww(X). 


因为 c(C, (X))<d(C,(X)), 所 以 仍 要 证 明 w, (X)<c(C,(X)). 设 Ae Q, 因为 A 是 紧 的 ， 


所 以 A 上 的 连续 双 射 是 同 胚 , 因而 ww(A)=w(A). 又 因为 是 遗传 闭 的 ， 由 推论 4.4.5, C , (A) 


是 可 度量 化 的 , 于 是 c(C, (A))=d(C, (A)). 让 i: A 一 X 是 包含 函数 ， 由 定理 4.5.7(1) 和 引 理 


5.1.5, 诱导 函数 证 C ,(X) 下 C。 (A) 是 连续 的 满 射 ， 所 以 c(C (A)) < c(C。(X)). 因而 


w(A)=ww(A)=d(C , (A))=c(C, (A))<c(C, (X)). 由 于 A 的 任意 性 , 所 以 w。 CO <c(C, (X)). 


| 
推论 5.1.7 对 于 空间 X 下 述 条 件 相互 等 价 : 
(1) C, CO 是 可 分 的 ; 
CO) C， (CO 是 可 分 的 ; 


(3) X 有 一 较 粗 的 可 分 度量 拓扑 . 国 
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由 推论 5.0.4, 乘积 空间 R* 具 有 可 数 链条 件 ， 又 由 于 C ,CO 是 尺 “ 的 稠密 子 集 于 是 有 下 


述 推论 . 


推论 5.1.8 C ,CO 具有 可 数 链条 件 . 重 


下 一 推论 表明 C, CX 未 必 具 有 可 数 链条 件 . 


推论 $.1.9 如果 C,(X) 有 可 数 链条 件 ， 则 X 的 每 一 紧 子 集 可 度量 化 . 国 


下 面 介 绍 一 个 拓扑 群 的 性 质 与 胞 腔 度 有 关 . 设 G 是 一 个 加 法 意义 下 的 拓扑 群 ，4 是 无 限 
基数 . G 称 为 全 4 有 界 的 (totally 4 -bounded)， 如 果 对 于 G 中 单位 元 的 每 一 邻 域 U, 存在 G 的 


子 集 $ 使 得 |S|< 4 且 G=S+U(={s+tu : seS, ue U}). Arhangelskii[1981H] 证 明了 G 是 全 么 有 界 


的 当 且 仅 当 G 同 构 于 一 个 胞 腔 不 超过 4 的 群 的 子 群 . 由 于 C , (X) 是 共有 可 数 链条 件 的 拓扑 


Ww 


群 (定理 4.3.11), 所 以 C , (X) 总 是 全 No。 有 界 的 . 下 面 介 


CC) 是 全 有 界 的 等 价 条 件 . 


引 理 5.1.10 设 拓 扑 群 G 是 全 和 有 界 的 , 则 d(G)< 4 7 (G). 


证 明 设 G 的 单位 元 0 的 一 个 对 称 的 邻 域 基 为 {U, jer， 其 中 |T|< x (G). 对 于 每 一 tsT， 


存在 G 的 基数 不 超过 4 的 子 集 S ,使 得 S +U -=G. 下面 证 明 U_rS, =G 设 U 是 G 的 非 空 开 


集 , 取 定 xeU， 则 存在 teT 使 得 U,cU-x, 于 是 存在 se S, 和 useU, 使 得 x=s+u， 从 而 


s=X-uEx-U,=x+U, CU, 因此 S, 门 U 关 名 . 故 U1 S,=G. 这 说 明 dG)< AN (G). 国 
引 理 5.1.11 设 w 和 分 别 是 空间 X 和 YY 的 遗传 闭 的 紧 网 若 pe CCX, Y)， 则 诱导 函数 


p*: Cp (Y) 站 Cs (%) 是 同 态 . 


证 明 由 定理 4.3.11, Cu。 CO 和 Cp (Y) 都 是 拓扑 群 . 对 于 每 一 人 ge Cp(Y) 和 xeX， 


p*(f+g)(x)=(f+g)(p(X))=f(p(x))+g(p(X))=p*(f)(x)+p*(g)(X)=(p*(f)+p*(g))(X), 所 以 


p*(f+g)=p*( 人 +p*(g)， 因 而 p* 是 同 态 . 目 


定理 5.1.12 ”空间 C, (X) 是 全 儿 有 界 的 当 且 仅 当 w, (X)< 4. 


证 明 设 空间 C, (XX) 是 全 针 有 界 的 . 如 果 Ae a 且 i: A 一 X 是 包含 函数 ,由 引 理 5.1.5 


和 引 理 5.1.11, 诱导 函数 i 这: C。 Cg 一 C, (A) 是 同 态 满 射 , 于 是 C ,(A) 同 构 于 拓扑 群 C，(X) 


的 子 群 .由 Arhangel’skii 的 定理 , C , (A) 是 全 名 有 界 的 群 . 因为 A 是 X 的 紧 子 集 ， 所 以 C 。(A) 
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是 可 度量 化 的 (推论 4.4.5), 再 由 定理 5.1.6 和 引 理 5.1.10, w(A)=w。(A)<d(C。(A)< 4. 因此 


w, (X)<1. 


反之 , 设 w,(X) < 4 且 让 YY 是 拓扑 和 全 w. 如 果 p:Y 一 X 是 自然 映射 ( 见 引 理 1.6.7 前 )， 


定理 4.5.6(1) 和 引 理 5.1.11, 诱导 函数 p*: C。(X) 一 C 。(Y) 是 一 对 一 的 同 态 , 所 以 C ,(X) 


同 构 于 C。(Y) 的 子 群 ,由 Arhangel'skii 的 定理 ， 只 须 证 明 c(C 。(Y)< 和 4. 由 定理 4.5.16， 


C (7) 同 胚 于 [CC_。(A). 对 于 每 一 As w， 由 定理 5.1.6 有 d(C, (A))=ww(A)=w(A)< 14， 


再 由 推论 5.0.4, (IIAce Ca (A))<4, 所 以 eC CY)D)< 4 


由 定理 3.4.1， 有 
推论 5.1.13 ”对 于 空间 X 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(1) C, (CD 是 全 N 有 界 的 ; 
(2) X 的 每 一 紧 子 空间 是 可 度量 化 的 ; 
(3) X 是 度量 空间 的 紧 覆 盖 映 象 . 量 


练习 


5.1.1 证 明 : 对 于 非 空 积 空间 的 权 数 有 公式 wCXKY)=max{lY|, wCO1. 


5.1.2 设 D 是 空间 X 的 稠密 子 集 ， 则 c(D)=c(X). 


5.1.3 若 X 是 T, 紧 空间 则 w(X)=nw(X)=ww(X)( 定 理 2.3.7 的 推广 ). 


5.1.4 证 明 :X 是 Xu 空间 当 且 仅 当 CC 是 No 空间 (Michael[1966]). 


5.1.5 证 明 :C , (X) 的 仿 紧 性 与 Lindel6f 性 是 等 价 的 . 


§5.2 ” 伪 特 征 、 特 征 


空间 X 的 伪 特 征 (pseudo-character) 定 义 为 w (X)=sup{ W(X, x) :xeX}, 其 中 X 在 x 的 伪 


特征 yw (X, x)=Q@ +min{|G| :是 X 的 开 集 族 且 门 G={x}}. 空间 X 的 对 角 线 数 (diagonal number) 


定义 为 A(X)=@ t+min{|G| : G 是 积 空间 XxX 的 开 集 族 且 站 8 等 于 XxX 的 对 角 线 A}. 空间 


X 的 弱 Q 履 盖 数 (weak Q -covering number) 定 义 为 wa cC)=w+min{lB1: 6 ca 有 是 UB 笛 
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于 X}. 若 wkcCO=w， 则 称 X 是 几乎 ca 紧 空 间 (almost Ga -compact space). 


空间 X 有 其 有 点 Gs 性 质 当 


仅 当 Ww (X)=@; 空 


间 XX 具 有 G ;对 角 线 (G ; -diagonal) 当 且 仅 


当 A(X)=@;wac(X)<wpc(X)=d(X). 对 于 正 整 数 集 N，w (N) 也 表示 Gillman-Jerison 空间 ( 例 


3.4.16), 但 是 从 上 下 文中 易 区 别 不 同 的 含义 . 


引 理 5.2.1 若 G 是 拓扑 群 , 则 A(G)=w (G). 


证 明 “ 易 验证 ，A(G)=4 当 且 仅 当 存在 G 的 开 履 盖 族 {U } ,使 得 |SF4 且 对 于 每 一 


xeG 有 门 , st(x，ZU ,)={x}( 练 习 5.2.1). 1 


(B , } ,-* 是 G 的 开 集 族 且 门 ,。 


B ,={e}. 由 


此 ，w (G)< A(G). 下 面 证 明 A(G)< yw (G). 设 


于 f(x, y)=xy 是 从 GxG 到 G 的 连续 函数 ， 且 fre， 


e)=e， 对 于 每 一 se S, 存在 G 中 e 的 对 称 的 开 邻 域 C ,使 得 C,C, CB,, 令 U ,={xC ，:xeG)]， 


则 U ,是 G 的 开 履 盖 . 对 于 每 一 asG, 若 beGN{a}, 则 a bz#e, 存在 seS 使 得 a beB ,， 


如 果 beasta ZU ， )， 


则 存在 x e 


G 使 得 a bexC  ， 于 是 


5 


a ibea lxC, C(C,) CC,=C,C,CB,， 矛盾 , 故 bgstla, ZU )， 所 以 门 ,st(a, WU,)={a}. 


办 此 A(G<v (G). 四 


与 引 理 5.0.1 类 似 的 方法 , 可 以 证 明 ( 练 习 5.2.2) 


引 理 5.2.2” 若 对 于 每 一 se S 有 Ww (X,)<4 且 IS|<4, Wy (T,X,)<4.8 


定理 5.2.3 ”对 于 每 一 {X, Q} 有 vw (C,(X))=A(C, (X))=woa c(X). 


证 明 由 引 理 5.2.1, 仅 要 订 


E 明 Ww (C, (X)=wQc(X). 设 fl: X 一 及 使 得 fuCO={0}， 则 


{fo}= 门 {[A,,V,] : seS}), 其 中 Asew,YV, 是 了 中 0 的 开 领 域 且 |S|< yw (C, (X)). 设 


B={A ，: seS}, 若 存 在 xeXNUB, 存在 feC(X) 使 得 f(x)=1 且 f 人 UB )={0}, 那么 对 于 每 


Ee SES 有 fe[A，， VY ，|]， 


wacX) < vy (C, CO9). 


另 一 方面 , 设 B 二 a, UpB 稠 于 X 且 BFwawcGCoO. 让 立 是 拓扑 和 四 6 晶 p:Y 一 X 是 


于 是 ff。， 这 与 fx)=1 相 了 矛盾 ， 因 而 UB =X， 所 以 


定理 4.5.6(1) 和 和 完 怪 


自然 函数 , 则 p 是 几乎 满 的 ，! 
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4.5.7(])， 诱 导 函 数 p*: C。(X) 一 C。(Y) 


是 连续 的 单 射 , 从 而 Wy (C。(CX)<w (C。(Y) 由 定理 4.5.16, C。(Y) 同 胚 于 IT。sC。(A), 由 


VC, X)<wacx). 


E 论 4.4.5, 每 一 C 。 (A) 是 可 度量 化 的 , 再 由 引 理 5.2.2, w (Tsep Cs (A))<1B1. 故 


空间 X 称 为 次 可 度量 化 的 (submetrizable), 若 X 上 存在 较 粗 的 可 度量 拓扑 ， 即 存在 连续 


双 冉 ft XX 一 M 使 得 M 是 可 度量 化 空间 . 车 空间 X 是 几乎 Ga 紧 空 间 ， 即 存在 X 的 紧 子 集 列 


n 


{C,} 使 得 XU AN C,， 令 Y=@ ,nC, ,那么 C, (四 ) 同 胚 于 度量 空间 IIL_vC,(C ,), 所 以 


在 定理 5.2.3 中 的 C。(X) 是 次 可 度量 化 空间 ,由 此 ， 有 下 述 两 个 推论 . 


推论 5.2.4 (McCoy, Ntantu[1986]) 对 于 空间 X 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(1) C4 C0 具有 点 Gs 性 质 ; 
(2) C, (X) 的 每 一 紧 子 集 是 G ; 集 ; 


(3) C1 (X) 上 共有 


G ;对 角 线 ; 


(4) Ci (X) 是 次 可 度量 空间 ; 


(3)X 是 几乎 Ga 


紧 空 间 . 国 


(1) C , (X) 上 共有 点 Gs 性质; 


(2) C , (0%) 的 每 一 紧 子 集 是 G。 


(3) C , (X) 具 


有 G ;对 角 线 ; 


(4) C ,CO 是 次 可 度量 空间 ; 


推论 5.2.5 ”对 于 空间 X 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


集 ; 


(5) C , (X) 其 有 


较 粗 的 可 分 度量 拓扑 ; 


(6) X 是 可 分 空间 . 国 


推论 5.2.5 的 (5), (6) 和 推论 5.1.7 的 (2), (3) 之 间 的 关系 是 点 态 收 和 敛 拓扑 中 的 一 种 对 偶 性 质 


(dual property)， 有 


时 也 称 表述 函 


theorem). 下 面 建 立 # 


数 空间 与 底 空 间 间 对 偶 性 质 的 定理 为 对 偶 定 理 (duality 


论 5.2.4 的 (4),，(5) 的 一 个 类 似 的 对 偶 定理 ( 推 论 5.2.7)， 即 利用 


Stone- Weierstrass 定理 (定理 4.6.4) 和 Ascoli 定理 (定理 4.6.11) 刻 画 C, (X) 的 儿 乎 o 紧 性 . 
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定理 5.2.6 ”(McCoy[1978b]) 若 X 是 次 可 度量 空间 ， 则 C, (X) 是 几乎 o 紧 空 间 . 


证 明 由 于 X 是 次 可 度量 空间 , 存在 度量 空间 M 和 连续 双 射 9: X 一 M. 由 练习 4.5.3 


夭 


J 


E 论 4.5.8(2), 诱导 函数 p *: C, (M) 一 Ci CO 是 几乎 满 的 连续 函数 . 如 果 C (M) 是 几乎 o 


紧 空间 ,， 则 Cj CO 也 是 几乎 Ga 紧 空间 . 因此， 只 须 对 度量 空间 (X, dd) 证 明 命题 成 立 . 


因为 度量 空间 是 仿 紧 空间 ， 由 单位 分 解 定 理 (定理 1.4.13)， 对 于 每 一 ne N, X 的 开 履 盖 


{B(x, 1/2n) : x eX} 上 共有 从 属于 它 的 局 部 有 限 的 单位 分 解 F, CCCX, D. 即 F, 满足 : 


(6.1) 对 于 每 一 feF,， 直径 d(f”((0, 1]))<1/m( 从 属性 质 ); 


(6.2) {f”((0, 1]) :feF, } 是 X 的 局 部 有 限 履 盖 (局 部 有 限 性 质 ); 


(6.3) 对 于 每 一 xsX， 之 fr f(x)=1( 单 位 分 解 性 质 ). 


设 h 是 从 XX 到 1 的 常 值 函 数 . 对 于 每 一 neN, 定义 F,={rf:re[l1,1],feF, Uf{h}}. 则 


(6.4) F， 是 均匀 连续 的 . 


设 xeX, te 有，8 >0, 让 V=(t-€, tt+€ )CR. 要 证 明 存 在 x 的 邻 域 U 和 ft 的 邻 域 Vy 使 得 


当 geF, 是 g(x)e VV 时 有 g(U)cCV. 由 局 部 有 限 性 质 (6. 2), 存在 x 的 邻 域 U, 和 下 , 的 有 限 子 


集 下 使 得 对 于 每 一 feF, 和 RE Untf 一 (0 1D)= 包 . 对 于 每 一 fsE 存在 x 的 邻 域 U ,使 得 


fU yc Goo-s]2foo+s). 令 U=U, NN (NN iu V(t-€ /2, t+ e212)， 则 U,V 分 别 是 x 和 
t 的 邻 域 . 对 于 每 一 feF 和 re[-1，1]， 如 果 1f(x)e VV， 则 对 于 每 一 ue U 有 


to- 和 fo)-foHrtco-t<s ， 于 是 rtU)c V. 对 于 每 一 fe(F,jU{hDNF 和 re[-l, 1], 1:f 


在 U 上 取 常 值 , 于 是 当 rf(x)e VV 时 有 1fU)cV. 故 F, 是 均匀 连续 的 . 


对 于 每 一 nEN， 置 


n n 


G,={f fy ff yeUieEF; 且 j<k<nj,H,={fi+f2+ + :f ,eG, HjSk<n}. 


因为 UU ,.,F ,是 均匀 连续 的 ,于 是 G, 是 均匀 连续 的 ， 从 而 HH, 是 均匀 连续 的 (练习 5.2.3). 


又 因为 HH, 是 点 态 有 界 的 ， 由 Ascoli 定理 (定理 4.6.11), H, 在 C, (X) 中 有 紧 的 闭 包 . 定义 
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H=U neN H, 


(6.5) H 是 C(X) 的 代数 . 


设 f,geH, 于 是 存在 m,ne NN 使 得 feH,,,geH,. 让 全 fj+f,+...+f;, g=g1+82+...+g j， 


其 中 每 一 f, eG ,, g; eG,. 因为 每 一 f, 和 g, 是 UU ,,,,F; 中 不 超过 m+n 个 元 的 积 , 于 是 


ftgeH,,,, CH. 类 似 的 论证 表明 fgeH,,, CH. 其 次 , 让 re 民有 昌 feH,,, 存在 ne NN 使 得 kr|<n, 


那么 nfe H,,, 于 是 ff=(r/m)nfe H,,, CH. 因而 HH 是 C(X) 的 代数 . 


(6.6) HH 分 离 X 中 的 点 . 


设 x,yeX 且 xx#y 则 存在 neN 使 得 d(x, y)>1/m， 由 单位 分 解 性 质 (6.3), 存在 feF, 使 得 


- 


f(x) 关 0. 再 由 从 属性 质 (6.1), f(y)=0. 因此 HH 分 离 久 中 的 点 


PR 


由 Stone-Weierstrass 定理 (定理 4.6.4), H 是 C, (X) 的 稠密 子 集 . 故 C, CO 是 几乎 ca 紧 空 


间 . 国 


推论 5.2.7 设 X 是 k 空间 , 则 Ci (CO 是 几乎 a 紧 空 间 当 且 仅 当 X 是 次 可 度量 空间 . 


证 明 如 果 C, CO 是 几乎 Ga 紧 空间 ， 由 推论 5.2.4, CC, (X) 是 次 可 度量 空间 . 因为 X 是 


k 空间 ， 由 推论 4.5.15， 对 角 线 函 数 A:X 一 C, C., (XX) 是 幅 入 . 因而 XX 是 次 可 度量 空间 .上 


推论 5.2.4 表明 空间 C, (X) 是 次 可 度量 空间 当 且 仪 当 X 是 几乎 Ga 紧 空 间 , 所 以 上 述 推论 


E 论 5.2.4 的 对 偶 形式 . 


Dau 


推论 5.2.8 ”空间 C,(X) 是 可 分 的 次 可 度量 空间 当 且 仅 当 X 是 可 分 的 次 可 度量 空间 . 


证 明 由 于 具有 Gs 对 角 线 的 紧 空 间 是 可 度量 化 空间 (练习 5.2.4), 所 以 在 具有 G ;对 角 


线 的 空间 中 几乎 o 紧 性 与 可 分 性 是 等 价 的 . 而 次 可 度量 空 


间 具 有 G 对 角 线 ,所 以 必要 性 来 


自 推论 5.1.7 和 推论 5.2.5, 充分 性 来 自 推论 5.2.5 和 定理 5.2.6. 上 


推论 5.2.5 可 被 用 于 建立 cosmic 空间 的 映射 性 质 . 


定理 5.2.9 如 果 X 是 cosmic 空间 ， 则 存在 可 分 度量 空间 Mi 、M。， 和 连续 的 双 射 人 办;: 


MX 和 6 ,:X—>M,. 


证 明 让 M | 是 集合 X 具 有 以 X 的 可 数 闭 网 络 作为 子 基 生 成 的 拓扑 空间 ， 则 M | 是 可 分 
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度量 空间 且 恒 等 函数 9 |: M 一 X 是 连续 双 射 . 由 推论 5.1.3, C , (X) 是 cosmic 空间 , 于 是 


C , 00) 是 可 分 空间 , 所 以 由 推论 5.2.5, C , C , CX) 是 次 可 度量 的 ， 由 推论 4.5.14 前 的 注 ,对 角 


线 函数 A: X-> C，C ,CO 是 嵌入 ,所 以 存在 可 分 度量 空间 M， 和 连续 的 双 射 9 ，: XM 


由 此 , 若 X 是 cosmic 空间 , 则 X 既 具 有 较 精 的 可 分 度量 拓扑 又 具有 较 粗 的 可 分 度量 拓 


扑 . 


下 面 刻 画 函 数 空间 的 特征 . 空间 X 的 子 集 族 称 为 X 的 Qa 覆盖 (a -covering), 若 C 的 每 


一 元 含 于 B 的 某 个 元 中 ， 即 w 加 细 有 . 空间 X 的 w -Arens 数 (Q -Arens number) 定 义 为 


cxaCX)=w +min{lB1: 6 ccw 且 B 是 X 的 wx 覆盖 }. 当 c% 是 X 的 所 有 非 空 紧 子 外 


长 时 ， 


CQ 复 土 


称 为 k 履 盖 (ecovering). 空间 X 称 为 半 紧 hemicompacb 空 间 ， 如 果 kaCX)=w ， 即 存在 X 的 紧 


子 集 列 {C , } 使 得 对 于 X 的 每 一 紧 子 集 KK 有 neN 满 足 KcC,. 当 % 是 X 的 所 有 非 空 的 有 限 


子 集 时 , X 的 a 窗 盖 称 为 X 的 oO 履 盖 (ao -covering; Gerlits, Nagy[1982]), 这 时 x a(X)=|X|. 


U 存在 Ve 人 V 使 得 VcCU.X 的 Nz 特征 (A -character) 定 义 为 zx (X)=sup{ Xx (X, x) : xeX}, 典 


中 X 在 x 的 元 特征 zi (X, x)=@+min{| 人 :人 V 是 x 的 局 部 元 基 }. 


引 理 5.2.10 设 G 是 拓扑 群 ， 则 Xx (G)=XY (G). 


如 果 xeX,X 的 非 空 开 集 族 YV 称 为 x 的 局 部 元 基 (local x -base)， 如 果 对 于 每 一 x 的 邻 域 


证 明 显然 , zi (G)< x (G). 设 有 是 拓扑 群 G 在 单位 元 e 的 局 部 元 基 , 让 U 是 e 在 G 


中 的 任 邻 域 ， 由 于 f(x, y)=xy 是 从 GxG 到 G 的 连续 函数 ， 且 


| fe, e)=e, 存在 e 在 G 中 


的 开 邻 域 VY 和 Be 人 使 得 VV ccU 且 BcCV 于 是 eeBB "CVV CU, 所 以 {BB : 


Be2B} 是 e 的 局 部 基 , 故 X(G)< zzX (G). 国 


定理 5.2.11 ”对 于 每 一 {X, Q} 有 X(C, (X= (C, CO)=a a(X). 


证 明 由 引 理 5.2.10, 只 须 证 明 x (C。 (X))=Qa(X). 设 {[A,,V,] 


数 fj 在 C,(X) 中 的 局 部 基 , 其 中 A ,eaQ,V ,是 及 中 0 的 开 令 域 且 |S|< x (C, (X)). 若 


S|< aX)， 则 {A ,},s 不 是 XX 的 Qa 覆盖 , 存在 As a 使 得 


SE9 


对 于 


scS 有 AcCA，. 


:SeES} 是 X 上 的 零 函 


因为 [A， 


(-1, D] 是 fo 的 邻 域 , 存在 seS 使 得 [A,,V ,]cC [A, (1, D1 设 asANA, 选取 feC(X) 使 得 
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f(a)=1 且 f(A,)={0}. 那么 fe[A ,,V ,]N[A,(-1, 1)], 矛盾 . 因而，Q a(X)<|S|< x (C, 00). 


男 一 方面 , 设 {A ,},.s ccw 是 X 的 % 履 盖 昌 SFCc aCO. 让 Y 是 拓扑 和 四 ,A,,P: 


YY 一 X 是 自然 映射 ,由 练习 4.5.4( 或 定理 4.5.6 和 定理 4.5.7 的 证 明 ), 诱导 函数 p*: 


C,(X) 一 C。(7) 是 嵌入 . 由 定理 4.5.16，C_。(Y) 同 胚 于 [II ,.sC。 (A,), 再 


X(C CO<XY(C CCY)=XY(CLIL CA DSSFwaCoO. 是 


，) 是 可 度量 化 的 . 从 引 


E 论 4.4.5， 每 一 


理 5.0.2 知 


下 述 结果 包含 定理 5.2.11 的 一 个 可 数 情形 . 空间 X 的 点 x 称 为 q 点 (q-point), 若 存 在 x 


在 X 中 的 邻 域 列 {U , } 使 得 当 x, eU ,时 序列 {x, } 在 X 中 有 聚 点 . 这 {U , } 称 为 点 x 的 q 序 


we 


列 (q-sequence). 若 空 间 X 的 每 一 点 都 是 q 点 , 则 称 X 是 q 空间 (q-space). 显然 ,可 数 紧 空间 ， 


Cech 完全 空间 和 第 一 可 数 空间 都 是 q 空间 . 


由 Birkhoff 度量 化 定理 (推论 4.2.3)， 第 一 可 数 的 T, 拓 扑 息 


是 可 度量 化 的 . 对 于 函数 空间 


可 获得 更 为 精细 的 刻画 . 


定理 5.2.12” (McCoy, Ntantu[1985]) 对 于 每 一 {x，Q } 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(DC。 (CO 是 q 空间 ; 


(2) C。 (X 是 第 一 可 数 空间 ; 


(3) C。(X) 是 度量 空间 ; 


(4) Qa(X)=@. 


证 明 (1) 坊 (4). 设 C, (X) 是 q 空 间 . 让 X 上 零 函 数 fj 在 C,(X) 中 的 gq 序列 是 {B, }, 不 


妨 设 每 一 B, =[A,,V,] 是 基本 子 基 中 的 元 , 则 V， 是 及 中 0 的 玫 


F 邻 域 . 若 存 在 xe X、 


U ,nA,， 那么 对 于 每 一 ne N, 存在 g, se C(X) 使 得 g, (A,)={0} 且 g, (x)=n， 从 而 g, EB， 


且 序 列 {g, } 在 C。CO 中 没有 聚 点 矛盾 . 因此， X=U nA, 


定理 5.2.3, yw (C, (X)=0®. 


不 失 一 般 性 , 设 门 ,wnB,={fo} 且 Bs cB,. 则 {B,) en 是 fo 在 Cs (X) 在 中 的 局 部 基 ( 练 习 


1.2.5). 


下 面 证 明 {A, } en 是 X 的 a 覆盖. 若 不 然 , 存在 As Qa 使 
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4 是 


ed 


对 于 


neN,AFA,, 让 


x,EAN\A,, 选取 h, eC(X) 使 得 h, (A, )={0} 


(4) 和 过 (3). 设 Q 的 子 集 {A，} 
C ,9 可 嵌入 某 一 可 度量 化 空间 . 让 Y 是 拓扑 和 四 ,nA,, p: Y 一 X 是 


4.5.4, 诱导 函数 p*: C。(X) 一 C。(Y) 是 嵌入 . 因为 每 一 C。(A, ) 是 可 度量 化 的 ， 且 由 定理 


h, (x, )=1 


此 , {A,},n 是 X 的 


是 X 的 c 覆盖， 为 了 训 


n ne 


,于 是 1 €B: MN[A, GT TI 这 


0Q 履 盖 ， 故 Qa(X)=@. 


明 C。(X) 是 度量 空间 ， 只 须 证 明 


自然 映射 ， 由 练习 


E 


4.5.16,C。(Y) 同 胚 于 [IT ,。NC。(A,), 故 C。(Y) 是 可 度量 化 空间 . 因此 C。 (X) 是 可 度量 化 的 . 


| 
由 定理 5.2.12, C , (X) 是 可 度量 空间 当 且 仅 当 X 是 可 数 空间 , Cj CO 是 可 度量 空间 当 且 仪 
当 X 是 半 紧 空间 . 定理 5.2.12 就 紧 开拓 扑 情 形 (2) 心 (3) SS (4) 是 Arens[1946] 关 于 函数 空间 拓 
扑 最 经 典 的 度量 化 定理 . 
练习 
5.2.1 设 义 是 拓扑 空间 ， 4 是 无 限 基数 . 证 明 : A(X)=4 当 且 仅 当 存在 X 的 开 履 盖 族 


{ZU , } ,es 使 得 


S.2.2 


5.2.3 


5.2.4 


5.2.5 


HS|= 4 且 对 于 每 一 XeX 有 门 ,st(x, UW,)={x}. 
证 明 引 理 5.2.2. 
证 明 : 定理 5.2.6 中 的 集 族 G, 和 了 HH, 都 是 均匀 连续 的 . 
证 明 : 具有 G ;对 角 线 的 (T , ) 紧 空间 是 可 度量 化 空间 . 
设 空间 工 含有 非 平凡 的 道路 , 车 C。(X,，D) 是 第 一 可 数 空 间 ， 则 存在 c 的 可 数 子 


S$.2.6” 设 空间 工 含有 非 平凡 的 道路 ， 则 (1) 若 Ci (X, D) 是 第 一 可 数 空间 , 忆 


1 


(3) C , (X, DD 是 第 一 可 数 空间 当 且 仪 当 X 是 可 数 空间 ] 


lL 


5.2.7 


间 且 工 是 第 一 可 数 空 


间 当 且 仅 当 X 是 可 数 空间 


集 1 使 得 w 中 每 一 元 是 B 的 某 有 限 子 集 并 的 子 集 (McCoy[1980a]). 


E 间 ; (2) Ci (X, DD 是 度量 空间 当日 


日 工 


证 明 : 对 于 空间 X 有 w (X) < ww(X). 
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[ 仅 当 X 是 半 紧 


日 .和 


征 肛 一 


L 是 度量 


空间 有 


可 数 空间 ; (4) C , (X, D) 是 度 


L 是 度量 空间 (McCoy[1980a]). 


空间 X 的 非 空 的 


8$S$.3 权 、 弱 权 


集 族 如 称 为 X 的 zz 基 (X -base)， 如 果 XX 的 每 一 非 


某 元 . 空间 X 的 元 权 (X -weight) 定 义 为 Xw(X)=@ +min{| 耻 :8 是 X 的 元 权 }. 


E 开 集 


2 中 的 


空间 X 的 C -a 


网 络 权 (Q - Q -netweighb 定 义 为 wa nw(X)=@ +min{| 了 下 : Cc 的 子 集 是 X 的 C 网 络 }. 


引 理 5.3.1 对 于 每 一 {X，Q } 有 Qanw(X)=Q a(X)a nw(X). 


因为 每 一 % 网 络 是 w 履 盖 ， 所 以 


证 明 


Qa(X) < CC nw(X)， 


口 


另 一 方面 ， 


于 有 限 并 封闭 的 闭 Q 网 络 


显然 , 对 于 空间 X, d(X) < x w(X) <w(X). 


由 定义 知 w nw(X) < wa nw(X). 


邻 域 ， 


使 得 


因而 Qa(X 


到 <X4, 则 UA 如 是 a 的 子 集 . 如 果 Aea 


)Qnw(X) < ao nw(X). 


因为 多 是 X 的 w 覆 盖 , 存在 Us&l 使 得 Ac U,， 又 因 


ACBCV 于 是 ACU 站 BCcwV 所 以 a 的 子 集 U 和 人 BB 是 义 的 Q 网络 从 而 


ao nw(X)<|UABl<A4. 故 aa nw(X)=aaX)anwX). 国 


引 理 5.3.2 


设 G 是 拓扑 群 ， 则 


(1) w(G)= x (dG)= x (Mnw(O); 


(2) AX w(G)=w(G). 


证 明 (1) 


G 的 单位 元 e 的 由 对 称 元 组 成 的 局 部 基 , D 是 G 的 稠密 子 集 ， 对 于 G 的 任 一 非 空 开 集 W 及 


日 g(e, e)=we W, 存在 BeB 和 deD 


we W， 由 于 g(x, y)=wxy 是 从 GxG 到 G 的 连续 函数 ，| 


使 得 wBBC W 


显 


设 4 =ac a(X)a nw(X). 设 c 的 子 集 UU 是 X 的 Qa 覆盖 日 |U|< 4 ,有 是 X 的 关 


V 是 A 在 X 中 的 


为 如 是 X 的 c 网 络 , 存在 Be 有 


然 , Y (G)d(G)< x (G)nw(GJ)< w(G). 下 面 证 明 w(G)< x (G)d(G). 设 人 是 


因 


(2) 由 (1) 和 引 弄 


xwG)=wO). 


定理 5.3.3 对 于 每 一 {X，Q }] 有 w(CC。CO)= 元 w(C。CO)= aa nw(X). 


dewB, 于 是 wedB-!=dB CwBB cc W, 所 以 {dB: deD, Be2B} 是 G 的 基 ， 


7 


而 w(G)< x (G)d(G). 故 w(G)=%Y (G)d(G)=XY (Onw(G). 


证 明 : 


理 5.2.11，X (Cs (X))=Q a(X)， 由 定理 5.1.1, nw(C。,(X))=Qnw(X), 所 以 表 


年 天 


E4.3.11 和 纪 | 开 


w(C, (X))=aanw(X). 国 


由 引 理 $.3.1， 当 


E 5.2.10, A w(G) < w(G)= x (G)d(G) < TY (GO) x w(G)= x w(G), 所 以 


5.3.2, Ww(C, (X)=x w(C, (X)=X (C, (X)nw(C, (X)). 由 定 


< 


里 5.3.1 知 


0 由 X 的 所 有 非 空 的 紧 子 集 组 成 时 ，aQ nwCO=w 当 
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的 No 空间; 当 @ 由 空间 X 的 所 有 非 空 的 有 限 子 集 组 成 时 ，Ce nw(X)=@ 当 且 仅 当 X 是 可 数 


推论 5.3.4 ”对 于 每 一 空间 X, C (X) 是 第 二 可 数 空间 当 且 仪 当 久 是 半 紧 的 No 空间 .时 


推论 5.3.5 对 于 每 一 空间 X, C , (X) 是 第 二 可 数 空间 当 且 仅 当 X 是 可 数 空间 . 国 


在 $5.1 中 定义 了 弱 权 (weak weight),， 即 空间 X 的 弱 权 定义 为 ww(X)=@® +min{w(Y) : 存 


在 从 X 到 空间 Y 的 连续 双 射 } 定理 5.1.6 表明 空间 X 的 弱 权 可 用 以 刻画 空间 C。 (X) 的 稠密 


度 . 下 面 将 刻画 C。(CX) 的 弱 权 . 先 证 明 两 个 基数 不 等 式 . 


引 理 5.3.6 ”对 于 空间 X, 则 
(D [|<2™®™,; 


(2) w(X) <2.%. 


证 明 (1) 设 B 是 空间 X 的 基 且 | 1 FwCO. 对 于 每 一 xeX, 邻 P ,={Be PP :xeB), 


则 ,是 x 在 X 的 邻 域 基 , 于 是 对 于 (To 空间) 又 中 不 同 的 点 x 和 ypB ,Bp,. 定义 9: 


X 一 P(B J(B 的 寡 集 ) 使 得 p (x)= BP,, 则 9 是 单 射 , 而 PCB )F2” ,所 以 区 |<2™. 


(2) 设 D 是 X 的 稠密 子 集 且 IDFdCO. 令 B={B”:BcD}. 因为 D 是 X 的 稠密 子 集 , 对 


于 X 的 每 一 开 集 U, Uc U=UND, 于 是 是 (正则 空间 )X 的 基 , 所 以 w(X) <2.% . 


引入 无 限 基 数 的 对 数 (dogarithm) 概念 . 对 于 无 限 基数 4 ,定义 log(4)=min{ PB : 


1<224]. 引 理 5.3.6 表明 1og(|X|) <w(X), log(w(X)) <d(X). 


引 理 5.3.7 对 于 每 一 空间 X，w (X)log(nw(X)) <ww(X). 


证 明 显然  w (X)<ww(X)( 练 习 5.2.7). 设 9: X 一 Y 是 连续 的 双 射 且 w(Y)=ww(X)， 


由 引 理 5.3.6(1)，nw(X) < 区 = < 2 =2 WW ， 所 以 logawCO) < ww(X)， 故 


y COlog(nw(X) < wwCX). 笑 


为 了 证 明 关 于 弱 权 的 主要 定理 , 还 需要 引入 特殊 的 度量 空间 : 刺 猎 空 间 (hedgehog, 


Engelking[1989]). 


设 无 限 集合 S 的 基数 是 x . 对 于 每 一 se S, 让 I ,=Ix {s}. 在 集 U ,II 上 定义 二 元 关系 ~ 


9 


如 下 : (x, S)~ (Y 0 当 且 仅 当 x=y=0, 或 x=y 且 s=t 则 ~ 是 等 价 关 系 . 等 价 


类 的 集合 记 为 JK ). 
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|x-y|, 如 果 s=t 
Xx 十 y ,如 果 s zt ， 


定义 d: J(K )xJ(K ) 一 [0,+oo) 使 得 每 一 d([(x, s)], [(y, o-| 则 d 是 J(x ) 


上 的 距离 函数 . 度量 空间 QJ(K ), d) 称 为 具有 K 个 刺 的 刺 猎 hedgehog of spininess x ). 


引 理 5.3.8 设 K 是 无 限 基数 ， 则 


(1) w(J(K ))=K ; 
(2) 每 一 权 为 K 的 度量 空间 可 髋 入 权 为 k 的 度量 空间 J(x )”; 
(3) 每 一 权 为 2" 的 度量 空间 的 弱 权 不 超过 . 


证 明 (1) 由 于 {B (Gs)], 9) :seS,r, qeQ,rel,q>0} 是 J(K ) 的 基 , 所 以 w(x))<x. 


又 由 于 {Ba(G, 9)], 1) : seS} 是 J(K ) 的 基数 为 k 的 不 相交 的 开 集 族 , 于 是 wJ(Kk ))> K. 故 
w(J(K ))=K. 
(2) 设 X 是 权 为 k 的 度量 空间 , 则 X 具 : 

有 o 离散 基 人 BU waB, 其 中 每 ~ -oo 。 和 
一 一 

2 ,={U ,) ,es 是 X 的 离散 开 集 族 . 让 一 一 一 一 一 。 
— GDb 。 

S=U NS ,不妨 设 |S|=K . 对 于 每 一 seS， : , t) 

定义 j ,: I 一 J(K ) 使 得 每 一 j, (x)=[(x, s)]， 则 , , 

j ,是 柑 入 . 对 于 每 一 neN 和 seS,, 因为 X 加 刺 狂 空间 J(K ) 


是 度量 空间 ,存在 f, eC(X, 了 ) 使 得 U ,=f ;1((0,1]X( 练 习 2.2.3). 定义 g, : X 环 J(K ) 使 得 当 


xeU, 时 g, (X=j,f, (xX), 当 xeX、 


U ,U0 ,时 g, (%)=j, (0)， 其 中 国定 


soeS 则 当 x eU, 时 仍 有 


g ,CO=j,f,Go. 由 于 {Us]scs 是 X 的 


离散 闭 集 族 , 于 是 g, 是 连续 函数 . 又 由 


于 如 是 X 的 基 , 易 验 证 函数 列 {g, } 分 离 


图 从 J(2" ) 到 K(2“) 的 连续 单 射 


X 的 点 与 闭 集 . 由 对 角 线 引 理 (定理 
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4.5.2)， 对 角 线 函数 A: X 一 J(x )” 是 舱 入 . 由 引 理 $.0.1，wGU(Ckc )”)=max{fwG(Ck))，O }= K， 


所 以 T(x )” 是 权 为 k 的 度量 空间 . 故 X 可 髓 入 权 为 k 的 度量 空间 J(x )”. 


(3) 设 X 是 权 为 2* 的 度量 空间 . 由 (2), 六 可 骸 入 刺 独 空间 J(C2") 的 可 数 次 积 空 间 J(2* )”. 


令 K(2* )=Ix2*，, 其 中 2* 是 具有 两 个 点 的 离散 空间 的 x 次 积 空 间 ， 则 存在 从 J(2* ) 到 K(2*) 


的 自然 的 连续 单 射 (练习 5.3.1), 于 是 存在 从 J(Q2")” 到 KC2 “) ”的 连续 单 射 ， 所 以 


ww(X) <w(K(2")"” )=max{ oO ,w(K(Q2"))-wQ2")=x.E 


定理 5.3.9 对 于 每 一 {X，Q } 有 ww(C, (X))=wac(X)log(Q nw(X)). 


证 明 ”由 定理 5.2.3 和 定理 5.1.1, yw (C, (X))=w a c(X), nw(C, (X))=Q nw(X). 又 由 引 理 


5.3.7, WY (C, (X)log(nw(C, (X))) < ww(C , (X)), 所 以 wac(X)log( 0 nw(X)) < ww(C, (X)). 


另 一 方面 ， 为 了 证 明 ww(C ，,(X)) < wa c(X)log(Q nw(X))， 设 4 =w Q c(X), 


y =log(Q nw(X)). 于 是 存在 的 子 集 {A ,} ,1 使 得 |T|< 4 且 UU ,1 A ,稠密 于 X. 对 于 每 一 


teT, 下 面 证 明 ww(C。 (A,))<y. 由 于 A,eQ, 所 以 C, (A,) 是 可 度量 化 的 , 于 是 


w(C (A,))=d(C, (A,)). 又 由 定理 4.5.7(1) 和 引 理 5.1.5, 包含 函数 i A, 一 X 诱导 了 连续 的 满 


射 is:C 。 QI 一 C。(A,，) 于 是 dC ，, (A,)<dC,，, (xX). 再 由 定理 5.1.1， 


d(C (X)) <nw(C , (X))=Q nw(X)<2”. 从 而 度量 空间 C。(A ,) 的 权 不 超过 27. 由 引 理 5.3.8， 
ww(C, (A,) <Y. 


让 Y= 旬 ,7A,,p:Y 一 XX 是 自然 函数 ， 则 p 是 几乎 满 的 ,由 定理 4.5.6(1) 和 定理 4.5.7(1)， 


诱导 函数 p*: C。(CX) 一 C ,(Y) 是 连续 单 射 , 再 由 定理 4.5.16, C。(Y) 同 胚 于 [TC。(A,)， 于 


是 ww(C ,COJ<ww(C (TD))=ww([L CADES2 TwwC (Ai))( 练 习 5.3.2)< XAy. 故 


WwW(C。(X))=wC c(X)log(Q nw(X)). | 


由 引 理 5.3.6(2)，Q nw(X) < w(X) < 2 ， 所 以 log( Q nw(X)) < d(X)， 从 而 


d(X)log(Q nw(X))=d(X). 若 Q 是 X 的 所 有 非 空 有 限 集 组 成 的 族 ， 则 wa ce(X)=d(X), 于 是 由 定 


理 5.3.9， 有 下 述 推论 ， 它 是 定理 5.1.6 关于 点 态 收 敛 拓 扑 的 对 偶 定理 . 
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推论 5.3.10 对 于 每 一 空间 X，ww(C , (X))=d(X). 特别 地 , C , (X) 有 较 粗 的 可 分 度量 拓 


扑 当 且 仅 当 X 是 可 分 空 


间 ( 推 论 5.2.3). 国 


定理 5.3.9 的 等 价 命题 是 ww(C . (X))< 4 当 且 仅 当 wacCO<s4 且 cnwCXO<S22. 


推论 5.3.11 对 于 每 一 空间 X, C, (X) 有 较 粗 的 可 分 度量 拓扑 当 且 仅 当 X 是 几乎 ca 紧 空 


间 且 knwCO< 22 . 目 


练习 


5.3.1 证 明 : 从 J(2") 到 K(2") 的 自然 单 射 是 连续 的 ( 引 理 5.3.8). 


5.3.2 ”对 于 积 空间 [1,,X,, 证 明 : ww(]I,sX,)<2,s ww(X,). 


5.3.3 ”证 明 :C, (S,), CC (S,) 都 是 可 分 度量 空间 . 


§5.4 ”Tightness、 启 tightness 


空间 X 的 tightness 定义 为 t(X)=sup{t(X, x) : xeX}, 其 中 XX 在 x 的 tightness 是 t(X， 


x)=@+min{ 4 : 对 于 X 的 子 集 立 若 xe Y， 


t(X)= O@ ， 则 称 空间 X 有 可 数 tightness(countable 


数 tightness( 练 习 5.4.1). 


存在 Y 的 子 集 Z 使 得 zl<4 且 xe Z}. 车 


tightness). 序列 空间 或 遗传 可 分 空间 都 有 可 


空间 X 的 w-Lindelsf 数 (w -Lindel6f number) 定 义 为 wLCXOJ=w+min{f4 :X 的 C 


履 盖 有 基数 不 超过 4 的 w 子 覆盖 }. 如 果 a 由 XX 


的 所 以 单 点 集 组 成 ,那么 XX 的 -Lindelof 数 


称 为 XX 的 Lindel6f 数 (Lindel6f number), 并 且 记 为 L(X). XX 是 Lindelef 空间 当 且 仅 当 L(X)=@. 


定理 5.4.1 (McCoy, Ntantu[1988]) 对 于 每 一 {XX，Q } 有 tC (X))=QL(X). 


证 明 记 4=t(C。 (X)), 让 是 空间 X 的 开 c 覆盖 . 对 于 每 一 As w, 存在 UA el 使 


得 ACU、, 选取 fheC(X) 使 得 f(A)={0} 且 fCXNU ,)cC{1}. 若 V 是 了 中 0 的 邻 域 , 则 


fe[A, V]. 令 F-f、: Ae 0 }cC,(X), 那么 零 函数 fue FF. 因而 存在 F 的 子 集 FF 使 得 


IF|<4 且 foe FPF. 令 人 W{U 、:f，eF}. 下 面 证 明 ZY 是 和 的 w 子 覆盖 . 设 Ae a, 让 W=[A， 


(1, D] 则 丈 是 fi 的 邻 域 , 于 是 存在 Be c 使 得 fs eF' 门 W. 对 于 每 一 xe A,fs (x)<1, 如 果 
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xeXNUs, 则 fs CO)=l 所 以 ACUBb， 因 而 夕 是 &l 的 Q 子 覆盖 晶 |[W< 4. 这 表明 


Qa LX)< tC, (X). 


下 面 证 明 t(C, CO)< gL(X), 让 Kk =Q L(X).， 由 定理 4.3.11 和 引 理 4.2.2, C 。CO 是 齐 性 空 


间 ， 所 以 只 须 证 明 t(C, CO, f0)<x. 设 G 是 C,(X) 的 子 集 且 fu es G. 对 于 每 一 ne N 和 


Ae 0 ,选取 g, seGf[A, (lm ln)], 让 Wo A)={xe X : |g;, a COFK1m}, 则 AcWon, A), 


所 以 集 族 W,={WQn,A):AeQ } 是 X 的 开 Q 履 盖 , 于 是 W, 有 基数 不 超过 K 的 Q 子 履 六 人 V,. 


定义 G'={g ,A : neN, Ae Q 日 Wn, A)eV,}. 显然 , G'CG |G'|< xk. 对 于 每 一 neNN 和 


Be 0, 存在 Ae Q 使 得 Bc Wn,A)eV,, 于 是 g, Ae[B, (1n,1)I 门 G, 所 以 foe G'， 从 


而 tC C0,f0)<x. 故 tC,X)<x. 


推论 5.4.2 (McCoy[1980b]) 空 间 C, (X) 有 可 数 tightness 当 且 仅 当 X 的 每 k 履 盖 有 


可 数 k 子 履 盖 . 国 


推 论 5.4.3 (Arhangel’skii[1976]-Pytkeev[1982] 定理 ) 对 于 一 室 间 X 


tC ， (X))=sup{L(X”) :ne N}. 特别 地 , C (X) 有 可 数 tightness 当 且 仅 当 对 于 每 一 ne N， 积 空 


间 X7" 是 Lindel6f 空间 . 


证 明 设 存在 基数 4 使 得 对 于 每 一 neN,L(X”")<A41. 让 是 X 的 开 mw 覆盖 . 对 于 每 一 


neN, 让 UW, ={U” CX”:UeU}, 由 于 {xj ,xx, CU 当 且 仅 当 (Cx ,xx )eU",， 


则 WU ,是 X" 的 开 覆 盖 . 设 U， 


是 ,的 基数 不 超过 4 的 子 履 盖 , 则 {U : 存在 ne NN 使 得 


U ”egU, } 是 的 基数 不 超过 4 的 @ 子 覆盖 .由 定理 5.4.1,t(C, (X))< 4. 


反之 , 设 X 的 每 一 开 w 履 盖 有 基数 不 超过 K 的 oO 子 履 盖 . 对 于 每 一 neN, 如果 W 是 


X "的 开 覆 盖 , 让 入 {VCX:V 是 X 的 开 集 且 V "被 2 的 有 限 个 元 覆盖 }， 则 Y 是 X 的 开 w 履 


盖 . 事实 上 , 设 {x1, x,,.…, xn CX, 存在 Wi EMW 使 得 kx xi JsWii ,由 
i; E {1， 四 本 m} j=<m, 又 存在 X 的 开 集 VD 使 得 (x ， Xj 
Xi )E ln Vi CWin.,. 对 于 每 一 ksm, 让 Vi=N{V, :ij=k}. 令 V=UicnVi, 则 V 
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是 X 的 开 集 ， {X13 EY 且 本 :i;e€l{l, 2 bi 2 m), 


j<ml c Uf{W ， :i, e{1,2,...,m},j<m}. 因而 儿 


lian “J 


是 XX 的 开 @ 覆盖 ， 所 以 V 有 基数 不 超 


过 K 的 @ 子 覆盖 V', 于 是 {V”:VeV'} 是 X" 的 基数 不 超过 Kk 的 开 履 盖 ， 从 而 W 有 基数 不 


超过 x 的 子 履 盖 . 故 L(X”)<x. 上 上 


例 5.4.4 Sorgenfrey 直线 (Sorgenfrey[1947]): Lindelaf 空间 S 使 得 S “不 是 Lindelaf 空间 . 


取 S 为 实数 集 民 以 {[a, b) : a beS} 为 基 生 成 


half-open interval topology), S 赋予 右 半 开 区 间 拓 扑 称 为 Sorgenfrey 直线 (Sorgenfrey line). 因 


S 的 拓扑 称 为 右 半 开 区 间 拓 扑 (right 


为 (a, b)=U ,os [c, b)， 所 以 民 的 欧 几 里 得 开 集 是 右 半 开 区 间 拓 扑 的 开 集 . 显然 ,S 是 第 一 可 数 


的 可 分 正则 空间 . 


CO 


是 Lindelaf 空间 . 设 {UD ,} ,1 是 S 的 开瑞 盖 . 每 一 U ,在 了 民 的 通常 拓扑 下 的 内 部 记 为 TU)， 


令 U=U ,+U*. 由 于 实数 空间 是 遗传 Lindelaf 空间 ( 即 ， 每 一 子 空间 是 Lindelaf 空间 ), 所 以 


子 空间 U 的 开 覆 盖 {U; } ,er 具有 可 数 子 覆盖 {U7 } icN， 


置 F=SNU, 则 下 是 可 数 集 . 寻 


性 
将 
上 


对 于 每 一 aesE 存在 teT 和 c<b 使 得 as[c, bjCU,， 于 是 a=c, 并 且 存 在 b , >a 使 得 (a, 


b ,) 门 F= 儿 ， 从 而 {(a, b, ) : ae F} 是 恨 的 互 不 相交 的 开 区 


间 


此 ,S 是 Lindelsf 空间 . 


S? 不 是 Lindel6f 空间. 令 E={(x,y)eS? :x+y=1}, 


是 S? 不 可 数 的 闭 离散 子 空间 ， 所 以 S$? 不 是 Lindeléf 


这 时 S 是 cosmic 空间 . 


集 , 故 F 是 可 数 的 . 这 表明 {U, } ex 存在 可 数 的 子 履 盖 . 因 


则 EE 


空间 . 


图 Sorgenfrey 直线 S 的 积 空间 


由 推论 5.2.5, C , (S) 具 有 较 粗 的 可 分 度量 拓扑 . 由 推论 5.4.3, C , (S) 不 具有 可 数 tightness. 


定理 5.4.5 (Asanov 定理 [1983]) 对 于 每 一 空间 X, 


证 明 设 4=L(CC , (X)). 对 于 每 一 ne N， 要 训 
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sup{t(GX") :neN}<LC » (X). 


E 明 t(X”)<A. 设 x=(x | ,XxX,,..., 


x,)e A CX", 选取 X 的 开 集 Uj, U， i U , 满足 条 件 (*): 每 一 x;eU,;， 且 如 果 x,=x ;， 


则 Uj=U ); 如 果 x; 冯 x;, 则 U; 败 U ,= 多 . 


令 U=]LU;, 则 U 是 x 在 X" 中 的 开 邻 域 . 由 于 xe A 站 U, 不 妨 设 ACU. 置 


i<n 


F={feC,(X) : f(x;)=l，Vi<n}. 对 于 每 一 y=(y1, yy,.…, yn)EA, 让 V,={geC,(X): 


g(y;)>0，V i<n}. 对 于 每 一 feF, i<n, 让 f,=f, 并 令 9,=T1,f,: X” 一 RR”, 则 9 连续 且 


p(X)=(1, 1, .…., 1), 因为 xe A, 存在 y=(y|,y, ,…,y,)eA 使 得 对 于 每 一 :<n 有 f(y,)>0. 从 


而 FC U,。AV,: 由 于 FF 是 C,(X) 的 闭 集 ， 所 以 L(F)< X44, 存在 A 的 子 集 B 使 得 |Bl< 4 


FC U,sV,. 下 面 证 明 xe B. 若 不 然 , 存在 X 的 开 集 族 {U , } ; 使 得 每 一 U CU,， 


yeB 


(TI;s,U;) 站 B= 名 且 满 足 相 应 的 条 件 (*). 由 X 的 完全 正则 性 , 存在 ge C, (X) 使 得 geF 且 


gCCNUwUi)c{0 于 是 存在 yeB 使 得 geV，. 


于 yeACU, 所 以 y,eU,, 义 由 于 


g(y;)>0 且 当 x; 关 x ;时 U; 门 U ;= 多 ,所 以 y; eU;, 从 而 ye(]1;, Ui,) 败 B, 矛盾 . 因此 


xeB, 故 XxX”)<4. 和 有 


Asanov(M. O. AcaHoB) 定 理 中 的 不 等 号 可 能 成 立 . 如 , 让 X 是 不 可 数 的 离散 空间 ,那么 


每 一 {X”)=@, 但 是 C, (X)=R” 不 是 Lindelof 空间 (推论 6.1.3)， 下 述 例子 说 明 ,即使 对 第 一 


可 数 的 紧 空 间 推论 5.4.3 的 对 偶 命 题 也 是 不 成 立 的 . 


污 


例 5.4.6” 双 箭 空 间 (Arhangelskii[1992]): 第 一 可 数 的 紧 空 间 X 使 得 C , (X) 含 有 不 可 数 


的 闭 离散 子 空间 . 
全 
让 X=Ix {0，1}. 集合 X 上 定义 字典 序 (lexicographic 
1 
(u, 1) 


ordering)“<” 如 下 : 对 于 (s, t)，(u, Vv) EX,，(s, t)<(u, Vv) 当 且 仅 当 


sS<u， 或 者 s=u 且 txv. 序 集 (X, <) 赋 予 序 拓扑 ( 例 1.2.7) 称 为 双 箭 


3 


空间 (two arrows space). 对 于 每 一 x=(s, t)e X, 大 t=0, 则 x 在 


-一 e--- 
X 中 的 一 个 局 部 基 的 元 是 形 如 [G-Un，1D), x]={yeX : (s-l/n,， 0 (s, 0) 1 


图 双 箭 空间 


1) <y<x} 的 开 闭 集 ; 若 全 1, 则 x 在 X 中 的 一 个 局 部 基 的 元 是 


形 如 [x，(s+1/m，0)] 的 开 闭 集 . 于 是 X 是 第 一 可 数 空间 的 正则 空间 . 设 色 是 空间 X 的 开 履 盖 ， 
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让 Y={yeX : [(0, 0), y] 被 & 有 限 覆 盖 }, Yo={s el : 存在 te {0, 1} 使 得 (s, DeY}. 则 ,是 1 


的 非 空 子 集 , 设 u 是 YY, 在 I 中 的 上 确 界 , 则 (, 0) 或 (a, DD) 是 了 在 XX 中 的 上 确 界 . 这 时 必 有 Qu， 


1)=supY. 再 由 点 (u, 1) 局 部 基 的 构造 及 Y 的 定义 知 , u=1， 从 而 X 是 紧 空 间 . 


对 于 每 一 se I 定义 f,:X 瑟 民 使 得 当 x<(s, 0) 时 f, (Xx)=0， 当 x>(s, D 时 f, 09)=1, 则 f, 连 


续 . 置 S={f，: 0<s<1}.U ,={fe C, (X): 若 xefG,0), GD)}， 则 fo-f G3)|<1/2}, 那么 U ,是 


f ,在 C ,GO 中 的 开 邻 域 且 U, 门 S={f,}, 于 是 S 是 C , (X) 的 离散 子 空间 . 在 点 态 收敛 拓扑 下 ， 


S 在 R“< 中 的 极限 点 形 如 f ,或 他 ， 其 中 当 x<(s, 0) 时 f(x)=1， 当 x>(s, 0) 时 f(x)=0; 当 


x<(s, D 时 f=1， 当 x>(s, D) 时 f=0， 由 于 每 一 fy ,fy gS, 所 以 S 是 C ,CO 的 闭 子 集 . 


故 C, (X) 含 有 不 可 数 的 闭 离 散 子 空间 . 因此 , C , (X) 不 是 Lindelof 空间 . 国 


空间 X 的 扇 tightness(fan tightness, Arhangel’skif[1986]) 定 义 为 ft(X)=sup{ft(X, x) : xeX}，, 


其 中 X 在 x 的 扇 tightness 是 ft(X, x)=@ +min{4 : 对 于 XX 的 子 集 列 {A, } 和 xe 门 ,An, 存 


在 A, 的 基数 小 于 4 的 子 集 B, (YneN) 使 得 xs Uw B。}. 称 空间 X 有 可 数 肩 


tightness(countable fan tightness)， 如 果 ft(X)= @ . Arhangel'skii[1986] 把 扇 tightness 的 基数 函数 
记 为 vet(X). 
显然 ,t(X)<ft(X)< x (X). 对 于 序列 扇 S$, ,tS,)=No<ft(S,). 


定理 5.4.7 对 于 每 一 {XxX，Q } 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(1) C。(X) 有 可 数 肩 tightness; 


(2) C2 (X) 有 可 数 肩 tightness; 


(3) X 的 每 一 开 Q 覆盖 列 {U, }, 存在 ZU, 的 有 限 子 集 U, (Vn e NN ) 使 得 U ,cn WU 是 X 


的 a 履 盖 . 


证 明 (之 G). 设 {U; } 是 空间 X 的 开 Q 覆盖 列 . 对 于 每 一 neN, 让 A,={feC, (X): 


存在 UsU 使 得 fCXNUD) 二 {0}}, 则 A, 是 C。 CO 的 稠密 了 


unt 
A 


事实 上 , 对 于 C, (XX) 的 任 一 


非 空 基 本 开 集 门 ,,, [K,,V ;]， 取 定 fe 门 [K,,V,], 因为 UW, 是 X 的 Qa 覆盖 ,存在 Ue ， 


使 得 U ,.,K, cU. 由 引 理 4.5.5, 存在 geC, (X) 满 中 gu k =f x 且 g(XNU) cc {0},， 则 
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gEeA, NN izm [K;, V ;]). 


取 定 fi eC (X) 使 


在 每 一 A ,的 有 限 子 和 


A 


4 是 


可 


B 


i 使 


ee, NU 


AeQ, 因为 fi e[A, (0, 2)], 存在 neN, j<io) 使 


U ,NU ,是 X 的 a 覆 


痊 
1H. 


得 


及 


再 记 Y ,={U。)] am; 下 面 证 明 U en 是 X 的 w 覆盖 . 对 于 


时 人 (X)={1}, 则 fie 门 ,A,， 由 于 C。 CO 有 可 数 肩 tightness,， 存 


得 fie Un 了 B， > 记 B, ={f,,; } jzi(n)? 存在 U,,; eW, 使 得 


每 一 


fj E[A, (0, 2 则 AcU,;, 所 以 


(3) 入 (2)， 由 定理 4.5.18, C% (X, 月) 同 且 于 C 。(CX, 民 ”), 所 以 只 须 证 明 C, (X, 月” ) 有 可 


数 扇 tightness. 由 定理 


了” ) 在 点 fu ( 零 函数 ) 有 可 数 肩 tightness. 设 fue 门 NA， 


售 
二 


4.3.11 和 引 理 4.2.2, C，(X, 民 ”) 是 齐 ' 


站 ,对 于 每 一 neN, 秆 UY, ={f 7 (0, ) :feA,), 


症 


空间 ， 


因而 又 只 须 证 明 C。(X， 


I 


数 递减 的 局 部 基 , 则 UY, 是 X 的 ] 
fe [A, 0, ] 门 A,， 从 而 Acf 一 (Oo ,) 


一 基本 邻 域 [A,V], 存在 me M 


5 


上 


使 得 O 


m 


CY, 


Ta 履 盖 . 事实 | 


中 每 一 A ,是 C,(X, RR”) 的 子 


中 {0, } ,jn 是 RR” 中 点 O=(0, 0, ...) 的 可 


VU, 的 构造 ,存在 g,, e A, 使 得 X=g 


上 ， 对 于 每 一 As co ,fu s [A,O, ], 于 是 存在 


M=fneN:XeU ,}. 若 M 是 无 限 集 对 于 fy 的 任 


2 (0%,), 


从 而 g,(X)cO,, 于 是 g，e[A,V], 故 C。(CX, 及 2”) 中 的 序列 {g, ,wv 收敛 于 fo。， 故 命题 成 


立 . 若 M 


{U ) wn 是 X 的 开 c 履 盖 列 ， 由 假设 ,存在 UV 的 有 限 子 集 YU, 使 


覆盖 . 记 ZU ,={U，)} iso， 那么 存在 f， 


是 有 限 集 ， 则 存在 nu s N 使 得 当 m>no 时 ， 对 于 


foe {f,; :m>no,j<i(m)}. 对 于 f ,的 任 一 基本 邻 域 [A, VJ, 让 H={(m, j)eN? 


j<im 有 有 AcU,,;}. 


x jeEXNU, ;. 则 存在 Ke Qa 使 得 AU {x,,; :lm,j))eH}cK, 那么 U 


素 含 有 K, 这 与 UU 


m2>no 


j 


每 一 geA, 


有 g (0O,) 关 X. 而 


EA,, 


Se 
使 得 U yj = 


得 


f 


U ,UW 是 X 的 开 


m2>no 


证 明 


面 卫 


mi;(O%). 下 


: m>nl0， 


显然 Hz 信 . 若 瑟 是 有 限 集 , 对 于 每 一 (m, j)sH,， 因 为 U ;和 关 X， 取 


m2>no &U m 


中 不 存在 元 


U ,是 X 的 Qa 覆盖 相 了 矛盾 . 


于 是 HH 是 无 限 集 , 


因 


使 得 AcU,j=fmj(0;) 且 OcV, 于 是 fj;(A)cY, 即 了 f,， 


而 存在 m>no,j<im) 


e [A，V]， 所 以 


J 


fu E {f,,) :m2>n0,]j<i(m)}. 


由 闭 遗 传 性 质 知 (2) 过 (1) 是 显然 的 .和 目 
理 5.4.7 关于 紧 开 拓扑 的 情形 见 林 寿 , 刘 川 和 滕 辉 [1994]. 下 面 继 


定 


tightness 的 推广 . 称 空间 X 有 可 数 强 忆 tightness(countable strong fan tightness，Sakai( 酒 井 政 


美 )[1988])， 如果 对 于 每 一 xeX 及 X 的 子 集 列 {A，} 使 得 xe 站 ,An， 存 在 


x, EA, (vneN) 使 得 xe {x, :n eN)}. 


显 


续 讨论 可 数 启 


然 , 第 一 可 数 空间 有 可 数 强 扇 tightness， 可 数 强 扇 tightness 是 可 数 扇 tightness. 


定理 5.4.8 ”对 于 每 一 {X，c } 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(DC。(CX 有 可 数 强 忆 tightness; 


(2) C? (X) 有 可 数 强 启 tightness; 


(3) X 的 每 


a 覆盖 列 {U,}, 存在 U，eU, (vneN) 使 得 [U, ,是 X 的 Qa 覆盖 . 


证 明 (之 G). 设 {U, } 是 空间 X 的 开 Q 者 盖 列 . 对 于 每 一 neN, 置 A, ={feC, (X): 


存在 U 


<GU , 使 得 KXNU)C{0}}， 则 A, =C。 (X)( 见 定理 5.4.71 


(一 (3) 的 说 


F 明 ). 令 hn 是 X 


上 取 值 恒 为 1 的 常 值 函数 , 则 he 门 ,ny An. 由 于 Cs (X) 有 可 数 强 扁 tightness， 存 在 


f, eA,(VneN ) 使 得 he {f, :neN}, 又 由 A, 的 定义 ,存在 U，, e WY， 使 得 f,(X\ 


U,)Cc 


{0}. 对 于 每 一 As % ,因为 he[A, (0, 2)], 存在 me N 使 得 f,, e[A, (0, 2)], 则 A CCU,， 


所 以 {U,} ,en 是 X 的 a 覆盖 


(3) 党 (2)， 只 须 证 明 C, (X, 有 R”) 在 点 fo( 零 函数 ) 有 可 数 强 肩 tightness. 设 {A, } 是 空间 


C,(%, 


{9 


XeU,}. 若 M 是 无 限 集 , 对 于 fu 的 任 一 基本 邻 域 [A,V], 存在 meM 使 得 O，CV, 由 和 U 


及” ) 的 子 集 列 且 fu e 站 NA， . 对 于 每 一 ne N, 置 W, ={f (0O,) : feA,】, 其 中 


-是 了 “中 点 O=(0, 0, …) 的 可 数 递减 的 局 部 基 , 则 ZU, 是 X 的 开 Q 履 盖 . 置 M={fneN : 


的 构造 ， 存 在 g,, e A ,使 得 X=g" (0 )， 从 而 g ,COCO，, 于 是 g, e[A, V], 故 C。 (CO 中 


m 


的 序列 {g,,} jm 收敛 于 fo. 若 M 是 有 限 集 ， 则 存在 no EN 使 得 当 m>n ,时 , 对 于 每 一 
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gsAu 有 g (0O) 基 X 而 {U nj] en 是 X 的 开 c 覆盖 列 ,由 假设 , 存在 U。s WU 使 得 


{Unj} wx 是 X 的 开 c 履 盖 . 那么 存在 fwsAw 使 得 Uw=fw(Ow) 下 面 证 明 


foe {f,, :m>no}. 对 于 fu 的 任 一 基本 邻 域 [A, V], 让 ZU{U，: ACU ，，m>ni}， 显然 


m 


Uz 人 如 . 若是 有 限 集 , 设 WU={U,，: j<k}, 对 于 每 一 j<k, 因为 UX, 取 xw eX、 


Us 则 存在 Ke cw 使 得 AU {x :j<k} cK, 那么 {U ,,} 中 不 存在 元 素 含 有 K, 这 与 


m2>no 


{Un jn 是 X 的 c% 覆盖 相 矛 盾 . 于 是 是 无 限 集 , 因而 存在 m>no 使 得 ACU, 且 0, SY, 


m 


于 是 AcCU ,=f 7 (0,) 所 以 f, (A)cO,，, 从 而 f, e [A, 0,]cI[A, Vj 故 


foef{f, :m2>no}. 
由 闭 遗 传 性 质 知 Q2) 过 (1) 是 显然 的 . 秆 


定理 5.4.8 关于 点 态 收 敛 拓 扑 的 情形 见 M. Sakai[1988]， 关 于 紧 开 拓扑 的 情形 见 林 寿 ， 刘 
川 [1993]. 


练习 


5.4.1 序列 空间 或 遗传 可 分 空间 都 有 可 数 tightness. 


5.4.2 证明: 函数 空间 C , (X) 有 可 数 tightness 当 且 仅 当 积 空间 C% (X) 有 可 数 tightness. 


5.4.3 设 X 是 第 二 可 数 空间 , 证明: Cj (X) 有 可 数 tightness. 


S.4.4 ”水 数 空间 C,(X) 有 可 数 强 情 tightness 当 且 仅 当 对 于 每 一 fseC。 (CO 及 C ,(X) 中 递 


减 的 集 列 {A, }, 若 fe 门 ,_ A，， 则 存在 f, eA, (vne 使 得 fe {f :neN}. 
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$5.5 Fréchet 性 质 


回忆 在 8$3.1 中 介绍 过 的 两 个 弱 第 一 可 数 性 . 空间 X 称 为 Fréchet 空间 (定义 3.1.5)， 如 果 A 


是 的 子 集 且 xs A， 则 存在 A 中 元 组 成 的 序列 {x } 使 得 在 X 中 {x, } 收 剑 于 x. 空间 X 称 


为 强 Fréchet 空间 (定义 2.4.3), 车 {A, } 是 X 中 递减 的 集 列 且 xs ms As， 则 存在 


x , EA, (VneN) 使 得 在 X 中 序列 {x, } 收 敛 于 x. 对 于 强 Fréchet 空间 的 定义 稍 加 改变 可 得 到 


严格 Fréchet 空间 的 概念 . 空间 X 称 为 严格 Fréchet 空间 (strictly Fréchet space), 若 {A, } 是 X 


的 集 列 且 xe 站 ,es An， 则 存在 x, e A, (YneN) 使 得 在 X 中 序列 {x,; } 收 全 于 x. 显然 ， 


一 第 一 可 数 空间 是 严格 Fréchet 空间 ,每 一 严格 Fréchet 空间 是 具有 可 数 强 扇 tightness 的 强 


局 


Fréchet 空间 , 每 一 强 Fréchet 空间 是 Fréchet 空间 ,每 一 Fréchet 空间 有 可 数 tightness. 


为 了 刻画 


数 空间 C 。(CX) 的 FrEchet 性 质 , 引入 下 述 概念 . 空间 X 的 子 集 列 {C, } 称 为 X 


的 w 序 列 (w -sequence)， 如 果 对 于 每 一 Ae a, 存在 meN 使 得 当 n>m 时 有 AcC,. 


定理 5.5.1 (McCoy, Ntantu[1985]) 空 间 C, (CO 是 Fréchet 空间 当 且 仅 当 X 的 每 一 开 Q 履 


善 含有 c% 序列 . 


证 明 设 C。 (CO 是 Fr&chet 空间 . 让 多 是 X 的 开 Q 履 盖 . 对 于 每 一 As Q, 存在 UAE 光 


使 得 AcU, 于 是 存在 f、e C(X) 使 得 f(A)={0} 且 f、 CNUAJCc{1}. 易 验证 ， 零 函数 


foe {f :As aj} ( 见 定理 5.4.1 的 证 明 ), 于 是 存在 w 的 子 集 {A，} ,an 使 得 序列 {f、} 在 C。 CO 


中 收敛 于 fo. 对 于 每 一 As w, 由 于 fo s[A, (-1, 1)], 存在 me N 使 得 当 n>m 时 有 fe[A， 


(-1, 1D], 如 果 xsANUA， 则 fA COxl 且 fA CO=1, 矛盾 . 因而 AcUA ， 故 & 的 子 集 列 


{U 。} 是 X 的 @ 序 列 


反之 , 设 G 是 C， (X) 的 子 集 且 零 函数 fe G, 若 X 的 每 一 开 w 覆盖 含有 Cw 序 列 , 对 于 


每 一 neN 和 Ae Q， 如 定理 5.4.1 的 证 明 , 定义 g; A, W(n,A) 和 W,. 特别 地 , 每 一 W, 是 X 


n 


的 开 Q 覆盖 . 定义 WU = 八 Wi，, 则 &l ,是 又 的 开 w% 履 盖 . 由 推论 4.4.5, 不 妨 设 X& % . 因 


为 {XN{x}} ,x 是 X 的 开 Q 覆盖 , 由 假设 , 存在 X 中 的 序列 {x, } 使 得 {XN{x， }} AN 是 X 的 
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其 次 ， 对 于 每 一 neEN, 定义 WU,={UN{x, } :UeW, }, 估 UU NU ， 则 Y 是 入 的 开 


S 
二 
过 


0 柳 盖 . 事实 上 , 对 于 每 一 Ae ,存在 ne N 和 Ue, 使 得 A 二 XN{x, } 且 AcU, 于 是 


AcUN{x,}. 从 人 V 选 取 Q 序 列 {V ,}. 


对 于 每 一 ke N, 存在 nk e N 和 Uk eWU， 使 得 Vi CU 因而 对 于 某 一 Au ec， 


V. CW,Ay). 若 {n，: keN} 是 有 限 集 让 n=max{n， :keN}, 则 存在 keNN 使 得 {x，: 


i<n}jCV4=U NN{x，, }, 于 是 ni >n, 矛盾 , 因此 [nx : ke NN} 是 无 限 集 , 取 递 增 的 子 序列 


{nx } 且 让 g;=g, ,A . 对 于 每 一 Asw 和 neN, 存在 me N 使 得 当 i>m 时 AcV4 上 是 


nk >n, 于 是 ACV. CCW, ,A )={xexX: lg; CO lm }， 从 而 g, s [A, (-1/n, 1/n)]， 故 序 


列 {g;} 收 敛 于 fo. 因此 C,(X) 是 Fréchet 空间 . 国 


对 于 一 般 的 拓扑 空间 ，Fréchet 性 质 态 强 Fréchet 性 质 ( 例 3.1.8) 万 严格 Fréchet 性 质 . 下 
述 定理 表明 , 在 函数 空间 中 情况 发 生 了 变化 . 
定理 5.5.2 ”对 于 每 一 {X，Q } 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(1) C。, (X) 是 严格 Fréchet 空间 ; 


(2) C，, (X) 是 强 Fréchet 空间 ; 


(3) C。 (CO 是 Fréchet 空间 ; 


(4) X 的 每 一 开 Q 覆盖 列 {U , }, 存在 U, esU , (vsN) 使 得 [U,} 是 X 的 w 序 列 ; 


(5) Co (X) 是 严格 Fréchet 空间 . 


证 明 (5) 过 0) 和 二 QQ) 和 二 GG) 是 显然 的 . (3) 和 党 (4). 设 C (CO 是 Fréchet 空间 且 {Z , } 是 空 


间 义 的 开 a 覆盖 序列 ,不 妨 设 每 一 ,加 细 W，. 若 Xe a, 对 于 每 一 ne N, 存在 U, EU， 


使 得 XXcCU,, 这 时 {U, } 是 X 的 a 序列 . 若 Xga, 则 {XN{x}} ;iex 古 XX 的 开 Q 覆盖 , 由 定 


TH 


里 5.5.1， 存 在 XX 的 子 集 {x,，: ne N} 使 得 {XN{x, }} ,wy 是 X 的 Qa 序列 . 令 2B,={UNN{x，,}: 


UeU,}), 则 全 UNB, 是 X 的 % 覆盖 . 再 由 定理 5.5.1, 2B 含有 Q 序列 {G, }. 对 于 每 一 ke N, 


存在 nk eN 使 得 Gi eB,, 即 有 Ue 使 得 G, =U,， {x }. 对 于 每 一 neN， 因 为 {x，， 
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x 2,…, Xi js X%， 所 以 存在 ksN 使 得 xX，: isnjcGk. 如 果 nk sn 那么 x eG4=U，、 


{x，}， 矛盾 . 于 是 nx >n, 所 以 fnk : ke N} 是 无 限 集 , 政 存 在 {n; } 的 单调 上 升 的 子 列 {nj }. 


对 于 nk <n<nj ,因为 UW 加 细 和 ,存在 U, eW 使 得 U， CU,. 令 


人 , n 
W -| = 


十 1 
U ,nznr,ieN, 


则 W, e UY,. 对 于 每 一 As 0, 存在 io es N 使 得 当 i>io 时 有 人 AcCUw， 于 是 当 n>nu 时 有 


ACW,， 从 而 {W, } 是 X 的 a 序列 . 


(和 一 (3)， 只 须 证 明 C, (X, 展 ”) 在 点 fu( 零 函数 ) 具 有 严格 Fréchet 性 质 . 如 果 {A, } 是 


n 


C ,(X, 及 ”) 中 集 列 且 fu e 门 ,ny An, 对 于 每 一 neN, 置 WU, ={f71(0, ) : fe A, }), 其 中 


{0;} ien 是 展 ” 中 点 O=(0, 0, …) 的 可 数 递减 的 局 部 基 , 则 U, 是 X 的 开 C 履 盖 . 由 条 件 可 知 


存在 U, eVW, (vneNN) 使 得 {UD , } 是 X 的 a 序列 . 取 定 f， eA, 使 得 U, =f7 (9 ,) 下 证 在 


C ,(X, 腿 ”) 中 序列 {f, } 收 敛 于 fo. 对 于 fu 在 C,(X, 尺 ") 中 的 任意 基本 邻 域 [A，V], 存在 


meNN 使 得 O, CV, 并 且 当 n>m 时 有 AcU,, 寺 是 当 n>m 时 有 f(A)cO, CV, 即 


f，<e[A,V], 所 以 {f, } 收 敛 于 fo. 故 C, (X, R”) 是 严格 Fréchet 空间 . 目 


由 定理 5.5.2, 若 C，, (X) 是 Fréchet 空间 ,， 则 C 。CX 有 可 数 强 扇 tightness. 下 面 讨论 几 个 


函数 空间 的 Fréchet 性 质 的 例子 . 


引 理 5.5.3 设 X 是 第 一 可 数 空间 , 若 C,(X) 是 Fréchet 空间 , 则 XX 是 局 部 紧 空 间 . 


证 明 设 空 间 X 在 点 x 不 是 局 部 紧 的 , 让 {U, } ,nw 是 x 在 X 中 的 可 数 局 部 基 . 对 于 每 


一 neN 和 X 的 非 空 紧 子 集 K, 由 于 U, KK, 存在 X 的 开 集 Ul(n,，K) 使 得 {x}UKc Ua, RK) 


且 U, CU, R). 让 WU,={U(n, RK):K 是 X 的 非 空 紧 子 集 }, 则 U, 是 X 的 开 k 覆盖 .由 定理 


5.5.1, 存在 X 的 非 空 紧 子 集 列 {K, } 使 得 {Ulm, K, )} 是 X 的 k 序列 . 对 于 每 一 neN, 取 


x , EU, NUQ@, KK,). 那么 序列 {x, } 收 敛 于 x. 令 A={x}U {x,，:neN}, 则 A 是 XX 的 紧 子 集 


且 每 一 Un, K, ) 力 A, 碾 盾 . 故 X 是 局 部 紧 空 间 . 国 
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由 此 ，C ， (PP) 不 是 Fréchet 空间 ， 从 而 C, (N”) 不 是 Fréchet 空间 (定理 2.6.9). 推论 5.5.3 
天 k 


导出 下 述 问 题 . 


问题 5.5.4。” (McCoy[1980b])(1) 设 C, CO 是 Fréchet 空间 , 若 X 是 k 空间 , X 是 否 是 半 紧 


这 
本 


(2) 设 C ,CO 是 Fréchet 空间 , 若 X 是 第 一 可 数 空间 , X 是 否 是 可 数 集 ? 


例 5.5.5 C,(D 有 可 数 tightness， 但 不 是 序列 空间 (McCoy[1980c], Arhangel'skii[1992]). 


由 推论 5.4.3, C , WD 有 可 数 tightness. 下 面 证 明 C, WD 不 是 序列 空间 . 设 {r,，: ne N} 是 I 


的 稠密 子 集 . 让 {U ,，:n eN} 是 I 的 满足 下 述 条 件 的 基 : 


(5.1) 每 一 m( U; )<1/2， 其 中 m 是 I 的 Lebesgue 测度 ; 


(5.2) 对 于 I 的 每 一 有 限 子 集 忆 存在 ne N 使 得 FcU,. 


选取 fe C, (GD 满足 : 
1 

(5.3) |f, dx>1/2; 
0 


(5.4)f , U,VU {r, :ks<n)={0}. 


让 2Z={f,，: ne NN),f。 是 I 上 的 等 函数 . 如 果 fe C, 是 Z 的 聚 点 ,那么 对 于 每 一 ne N 有 


f(r, )=0, 于 是 全 fo， 因 而 乙 不 是 C, 的 闭 集 如 果 C ，( 了 是 序列 空间 ， 则 存在 Z 中 的 序列 


最 1 
{g ,收敛 于 f。， 由 于 每 一 |g, dx>1/2， 从 Lebesgue 控制 收敛 定 理 ，|「 fo dx>1/2, 蔬 盾 . 故 
0 0 


C , (D 不 是 序列 空间 . 


第 六 章 中 将 进一步 说 明 C, 加 有 可 数 扇 tightness, 但 没有 可 数 强 肩 tightness( 定 理 6.2.5 


和 引 理 6.2.9). 目 


推论 5.5.6 若 C ,CO 是 FrEchet 空间 ， 则 Ind(X)=0. 


证 明 由 推论 $.4.3,X 是 Lindelsf 空间 ， 再 由 推论 2.1.11, 只 须 证 明 ind(X)=0. 对 于 每 一 


xeX 及 x 在 X 中 的 邻 域 U, 存在 feC,(X, 了 D 使 得 fx)=1 且 fXNU)S {0}. 因为 CGO 是 
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Fréchet 空间 , 所 以 C , (f(X)) 也 是 Fréchet 空间 (练习 5.5.3)， 由 例 5.5.3，fCX) 关 [0，1]， 即 存在 


ye (0, DNfCX), 于 是 xef7 (y 1DCU 且 f (Gy HU) 是 X 的 开 闭 集 . 故 ind(X)=0， 从 而 


IndCX)=0. 国 


例 5.5.7 (McCoy[1980cDC , ([0，Q@1) 是 Fréchet 空间 . 


证 明 设 X 是 序 空 间 [0，aw] 且 {U , } 是 X 的 开 @ 覆盖 的 序列 . 取 Us Wi 使 得 


wieEU1, 则 XNUI 是 可 数 集 , 记 XNU1={xj，: ieN}. 取 U，e WV, 使 得 { @1, x11} CU,， 


则 XNU, 是 可 数 集 , 记 XNU,={x ， :ieN}. 再 取 UseEU; 使 得 { @1 ,xi xi X21} CU;. 


继续 上 述 过 程 , 对 于 每 一 ne N, 可 选取 U, eV 使 得 XNU, ={x,, :ieN}H{@i}U {x; : 


j+i<n+ljcU,. 下 面 证 明 {U,} 是 X 的 oO 序列 . 这 只 须 证 明 对 于 每 一 xeX, 存在 meN 使 


得 当 n>m 时 有 xeU,. 不 妨 设 xg 门 ,nw U, ,让 j=min{neN : xeU ,}， 则 存在 isN 使 得 


x=X ji ， 于 是 当 n>j+i 时 有 xsU,. 故 {(U,} 是 广 的 四 序列 . 因此 , C , ([0，Q@1) 是 Fréchet 空 


间 . 


由 推论 5.2.5, C , ([0，@w1]) 不 具有 点 G ;性 质 . 目 


空间 XX 称 为 广义 可 数 的 (virtually countable, McCoy[1980c]), 若 存 在 X 的 有 限 子 集 F 使 得 
对 于 FF 在 X 中 的 每 一 邻 域 U, XNU 是 可 数 集 . 例 5.5.7 的 证 明 表 明 : 若 空间 X 是 广义 可 数 的 , 


则 C, G9 是 Fréchet 空间 . 


关于 函数 空间 FrEchet 性 质 的 最 优美 结果 是 如 下 的 Pytkeev(E. 工 TlprrkeeB)[1992] 定 理 : 对 


于 每 一 {X，Q } 下 述 条 件 相互 等 价 : (1) C ,(X) 是 Fréchet 空间 ; (2) C 。(CO 是 序列 空间 ; (3) 


C ,(X) 是 k 空间 . 


最 后 ,函数 空间 C。 (X) 的 弱 第 一 可 数 性 之 间 的 关系 归结 如 下 . 


度量 空间 心 第 一 可 数 空间 心 q 空间 
山 
严格 Fréchet 空间 心 强 Fréchet 空间 仿 Fréchet 空间 司 序列 空间 仿 k 空间 
山 
可 数 强 扇 tightness 
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VU 
可 数 扇 tightness 
VU 
可 数 tightness 


练习 


Lindelsf 空间 ; (2) X 的 离散 开 集 族 是 可 数 的 . 


S.S.2 


本 节 先 介绍 一 致 空间 的 完全 性 ， 


设 C。(X) 是 Lagnev 空间 , 则 c an(X)=@. 


§5.6 “完全 性 


Cauchy 序列 ,， 若 对 于 任意 的 2 >0, 存在 ke N 使 得 当 n, m>k 


度量 空间 , 若 X 中 的 每 一 Cauchy 序列 是 收敛 序列 . 度量 3 


讨论 函数 空间 的 Baire 空间 性 质 . 


忆 度 量 空间 中 的 完全 性 (定义 2.5.1). 设 (X，d) 是 度 引 


若 C 是 Cantor 三 分 集 , 则 C , (CO) 不 是 Fréchet 空间 ， 


El 


| 
lt 


理 ( 定 理 2.5.3) 和 Kuratowski 定理 (推论 2.5.4). 


下 面 介绍 一 致 空间 的 完全 性 . 设 (X，/) 是 一 致 空间 .F 是 X 的 子 集 族 , 称 了 含有 人 


集 (arbitrarily small set) 如 果 对 于 每 一 Ue hk 存在 FeF 使 得 FxFCU. 


5.5.1 设 C,(X) 是 Lindel6f 空间 . 证 明 : (1) 若 Y 是 X 的 C 嵌入 子 空间 , 则 CC, (Y) 


设 C,(X) 是 Fréchet 空间 , 若 Y 是 X 的 闭 集 , 则 C, (Y) 是 Fréchet 空间 . 


时 有 d(x, ,xXx,,)<& .X 称 为 完 


E 间 完全 性 的 刻画 主要 有 Cantor 


F 局 
Lv 


HH 
征 


设 fX 一 站 是 连续 的 满 射 . 若 C , (X) 是 Fréchet 空间 , 则 C, (Y) 是 Fréchet 空间 . 


其 次 讨论 函数 空间 的 一 致 完全 性 , 而 后 讨论 函数 空间 的 


空间 . X 中 的 序列 {x ，} 称 为 


人 


定 


小 


由 于 X 是 T， 空间, 于 


是 站 4=A( 引 理 4.1.7), 所 以 门 F 至 多 含有 一 个 点 . 一 致 空间 (X，W ) 称 为 完全 的 (complete) 


如 果 多 是 X 的 
称 为 一 致 完全 怕 


有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 且 含有 任意 小 全 


A 


E(uniform completeness). 


, 则 站 ZF# 纪 .一致 空 间 的 完全 性 简 


度量 空间 的 完全 性 是 通过 Cauchy 序列 定义 的 . 一 致 完全 性 也 可 通过 类 似 的 Cauchy 网 


(Cauchy net) 刻 画 . 设 {xv } yp 是 一 致 空间 (X，J4 ) 的 网 , 称 {xvy } yp 是 Cauchy 网 ， 如 果 对 于 
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每 一 Us 人 存在 do sD 使 得 当 dj, d, >do 时 有 (xy, xw)sU:. 这 等 价 于 对 于 每 一 Us 人 存 


在 dusD 使 得 当 d>do 时 有 (xw ,xy)eU. 


引 理 $.6.1 一 臻 空间 (X， ) 是 完全 的 当 且 仅 当 (X，k ) 的 每 一 Cauchy 网 是 收敛 的 . 


证 明 设 {x, } ,yp 是 一 臻 完全 空间 (X，J) 的 Cauchy 网 . 对 于 每 一 de D， 


Fuv={x,:t>d}, 则 {Fy }yen 是 X 的 共有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 且 含有 任意 小 集 . 事实 上 ， 


于 每 一 Ue JW, 存在 4 中 的 闭 元 VC U, 由 于 {x } jp 是 Cauchy 网 , 存在 du s 


d, >do 时 有 (xs , xy )eV, 于 是 Fy xFv ={(X4 ,Xoy):di,d; >doj CVcU. 进而 知 存在 


D 使 得 当 d ]1， 


xef vepFv .下面 证 明 网 {xv } yw 收银 于 x. 对 于 x 在 X 中 的 邻 域 W, 存在 U Me /使 得 


U[x]cW, 且 MoMcU, 又 存在 doeDD 使 得 当 di,d,>do 时 有 (x ,xa)eM, 由 于 xe Fy， 


存在 di >do 使 得 xw s M[x], 于 是 当 d, >do 时 有 (x,xj,)e MoMCU, 从 而 xw EU[x] C W. 


所 以 {xXy } deD 收敛 于 X. 


反之 , 设 一 致 空间 (X，k ) 的 每 一 Cauchy 网 是 收敛 的 . 若是 X 的 具有 有 限 交 性 质 的 闭 


di1<d, 当 当 FE, CF 4 , 并且 取 定 xj sEF,， 则 {xv } gen 是 Cauchy 网 . 事实 


集 族 且 含有 任意 小 集 , 不 妨 设 F 关于 有 限 交 封闭 . 记 -{F,} jp, 对 于 dj, d， eD, 定义 


上 , 对 于 每 一 


Ue 1, 存在 do eD 使 得 Fj xFv CU, 当 d>do 时 CCvw，xy)sFv XxFj CU. 设 x 是 网 


{xy } von 的 极限 , 下面 证 明 xe 门 F. 对 于 每 一 du eD 及 x 在 X 中 的 邻 域 O, 存在 d>dv 使 得 


xJe0 站 Fs CcONF,j, 所 以 ONF, 名, 因而 xe Fw=F，, 故 xe 门 .于 是 (X, 4) 


完全 的 . 重 


接着 讨论 函数 空间 的 完全 性 ， 从 定理 4.4.2, 若 44 是 R 上 相 容 的 一 致 , 则 C。CO=C。, (X) 


即 Cu。 (X) 的 拓扑 是 a 上 关于 4 的 一 致 收敛 拓扑 . C。(X) 的 完全 性 是 对 这 一 致 结构 的 完全 性 . 


三 | 
征 


于 {M(A) : Asw 且 MeAi 是 C。 CO 上 这 一 致 结构 的 基 ， 其 中 M (A)={(t， 


gsCCOxCGCO : 对 于 每 一 xe A 有 (Cx), g(x))e M}， 所 以 对 于 C。 (X) 的 网 {f, } np， 


{fy} yw 是 Cauchy 网 如 果 对 于 每 一 Me 14, Ae Qa, 存在 doeD 使 得 当 d>d 时 有 
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fye M (Afa 1. 1 


理 5.6.1, Cu。 (X) 是 一 致 完全 的 当 且 仅 当 C , CO 中 的 每 一 Cauchy 网 是 收 


空间 XX 称 为 Gr 空间 (QR -space), 若 X 上 的 每 一 实 值 函 数 f 在 c 的 每 一 元 的 限制 是 连续 


的 , 则 f 是 连续 的 . 如 果 C 是 空间 X 的 所 有 非 空 紧 子 集 的 族 ， 那么 oo 空间 称 为 kk 空间 


(k-space); 如 果 Q 是 X 的 所 有 非 空 有 限 子 集 的 族 , 那么 X 是 as 空间 当 且 仅 当 义 是 离散 空 


间 ( 练 习 5.6.1). 


定理 5.6.2 (Warner[1958]) 空 间 C。(C) 是 一 致 完 全 的 当 且 仅 当 X 是 cn 空间 . 


证 明 设 C。 CO 是 一 致 完全 的 . 让 f 是 X 上 的 实 值 函 数 使 得 对 于 每 一 Ae % ， 人 是 连 


续 的 , 设 faeC(X) 是 fi 的 扩张 ( 引 理 4.5.5). 对 于 每 一 Me ,Asw, 当 Bsw 且 AcB 时 ， 


如 果 xeA， 则 GX), fa G9))=(f(x), f(x))e M， 于 是 fe M (A)[f。], 所 以 当 C 按 包含 关系 构 


成 定向 集 时 , {f } ss 是 Cs (X) 的 Cauchy 网 ,那么 {ff} 和 收 合 且 收敛 于 f, 所 以 feC, CO， 


故 X 是 Qn 空间 . 


反之 , 设 X 是 Qs 空间 , 让 {fy} vcp 是 C。 CO 中 的 Cauchy 网 . 如 果 Ae Qa, 则 {fj} ywp 


是 C, (A)=Ci (A) 中 的 Cauchy 网 . 由 于 A 是 紧 空间 日 民 是 完全 度量 空间 ， 由 推论 4.4.4 和 定理 


4.4.10, C 天 (A) 是 完全 度 量 空 间 ， 于 是 在 C 天 (A) 中 {fy A } deD 收敛 于 某 一 fA 。 置 于 X 一 > 及 使 得 


如 果 xeA， 则 f(x)=f 00. 那么 f 是 良好 定义 的 且 对 于 每 一 Ae a, fi、=f、. 因为 和 是 cc 空 


间 ,f 在 X 上 连续 ， 


故 {f, }) yn 收敛 于 和 


推论 5.6.3 对 于 空间 X, (1) Ci (X) 是 一 臻 完全 的 当 且 仅 当 X 是 kk 空间 ; (2) C ,CO 是 一 


致 完全 的 当 且 仅 当 X 是 离散 空间 . 重 
下 面 进一步 讨论 函数 空间 的 完全 度量 性 . 


引 理 5.6.4 ” 设 (X, 由 是 度量 空间 且 凡 是 由 d 诱 导 的 X 上 的 一 致 结构 , 则 (X，/) 是 一 致 完 


全 的 当 且 仅 当 (X, qd) 是 


完全 度量 空间 . 


证 明 对 于 每 一 r>0, 让 U ,={(x, EXxX: px, 则 {U,} ,wo 是 一 臻 结构 4 的 基 . 


显然 , 对 于 义 的 子 集 F 及 1>0, dsr 一 FxFcU ,之 dsr 所 以 X 的 子 集 族 F 含 有 任意 
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小 集 当 且 仅 当 了 ?含有 直径 任意 小 的 集 ， 由 Kuratowski 定理 (推论 2.5.4), (X，W) 是 一 臻 完全 的 


当 且 仅 当 ( 公 , qd) 是 


完全 度量 空 


E 问 . 国 


定理 5.6.5 (McCoy, Ntantu[1986]) 对 于 每 一 {X，Q } 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(1) C。 (X) 是 完全 度量 空间 ; 


(2D)C。(X) 是 Cech 完全 空间 ; 


(G)X 是 CR 


空间 且 w a(X)=@ 


证 明 由 引 理 $.6.4， 定理 5.6.2 和 定理 $.2.12 知 ， 若 C。C9O) 是 完全 度量 空间 ,， 则 X 是 a、 


P= 


C ,(X) 是 度量 空间 ， 


现在 , 设 X 是 Qr 空 | 


A, CA 


m1， 先 证 明 XX 关 于 鹤 亲 {A , } wen 共有 弱 拓 扑 (定义 1.6.4)， 即 若 X 的 子 集 S 满足 对 于 


再 由 定 ] 


空间 且 Qa(X)=@. 若 C,(X) 是 Cech 完 全 空间 ， 因 为 Cech 完全 空间 是 gq 空间， 由 定理 5.2.12,， 


昌 2.5.10, C ,(X) 是 完全 度量 空间 . 


司 且 c a(X)=@ . 让 ca 的 子 集 {A,} ,wn 是 X 的 a 禾 六 , 且 每 一 


\ 


每 一 neN, S 门 A, 是 闭 的 , 则 S 是 和 的 闭 集 . 车 S 不 是 X 的 闭 集 , 存在 xe S\NS. 不 失 一 般 


性 , 设 xe Ai. 存在 连续 函数 fi :A | 一 民 使 得 fi(S 门 A1)={0} 且 fi (x)=1. 将 fi 连续 扩张 为 f): 


A , 一 及 使 得 f, (S 门 A ,)={0}( 引 理 4.5.5). 继续 上 述 过 程 , 定义 了 函数 列 {f, } 使 得 入 


SN 


攻 


淮 
| 


A ,一 以 是 连续 的 , f, ;是 f, 的 扩张 且 f (S 门 A, )={0}. 置 人 X 一 及 使 得 对 于 每 一 yeA, 有 


f(y)=f , (y)， 则 f 是 良好 定义 的 . 因为 每 一 Ae Q 被 包含 于 某 一 A, 中 , 则 f 在 A 上 的 限制 是 


让 2Z=@,enA,, Pp: Z 一 X 是 自然 映射 . 则 p 是 商 映 射 ( 引 理 1.6.7), 由 定理 4.5.7 和 定理 


4.5.10， 诱 导 函 数 


连续 的 , 于 是 f 是 连 


续 的 . 然而 , f(x)=1, f(S)={0}， 所 以 f 又 不 是 连续 的 , 矛盾 . 故 S 是 X 的 闭 


ps Cu CO 一 Cp (OO 是 闭 嵌 入 , 其 中 B={A, 门 A : neN, As Q}. 因为 


Cg ( 妃 同 胚 于 积 空间 TT; ny Cs (A, )( 定 理 4.5.16) 且 每 一 C。 (A, ) 是 完全 度量 空间 (定理 4.4.10)， 


所 以 Cy ( 妃 是 完全 度量 


空间 


(定理 2.5.5). 故 C。(CX) 是 完全 度量 空间 . 国 


二 


里 5.6.5 的 订 


定 


E 明 表明 ， 


每 一 半 紧 的 kk 空间 是 k 空间 . 
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推论 5.6.6 ”对 于 空间 X, (1) (Beckenstein, Narici, Suffel[1977])C，(X) 是 完全 度量 空间 当 


数 的 离散 空间 . 国 


且 仅 当 X 是 半 紧 的 k 空 间 ; (2) (Lutzer, McCoy[1980])C , (X) 是 完全 度量 空间 当 且 仅 当 X 是 可 


推论 5.6.7 设 X 是 第 一 可 数 空间 则 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(1) Ci (X) 是 完 


全 度量 空间 ; 


(2) C , (X) 是 Fréchet 空间 ; 


(3)X 是 半 紧 空间 . 


证 明显 然 3) 一 (之 0). 设 C, GO 是 FEchet 空间 ,由 定理 5.5.1 和 引 理 5.5.3,X 是 局 


部 紧 的 Lindel6f 空间 


可 分 的 完全 度量 2 


| 


i 函数 空间 的 Polish 性 质 . 


1, 于 是 X 是 半 紧 空间 . 目 


推论 5.6.9 ”对 于 空间 X, (1) C, (X) 是 Polish 空间 当 且 仅 当 和 是 cosmi 


(2) C , (X) 是 Polish 空间 当 上 


本 节 的 最 后 一 部 分 介绍 


简 记 为 CH) 是 指 2” = wl. 通过 美国 


Cohen(1934- )[1963, 1964] 的 杰 


L 仅 当 X 是 可 数 的 离散 空间 . 国 


x 间 称 为 Polish 空间 (Polish space). 定理 5.3.3 和 定理 5.6.5 的 结合 可 刻 


推论 5.6.8 空间 C。 (X) 是 Polish 空间 当 且 仅 当 X 是 cn 空间 且 w a nwCX)= 〇 . 目 


c 的 半 紧 的 k 空 间 ; 


函数 空间 的 Baire 空间 性 质 . 连续 统 假设 (Continuum Hypothesis， 
数学 家 K. Gedel (1906-1978)[1938] 和 PJ. 


出 工作 , CH 与 ZFC 是 独立 的 (independent), 换言之 , CH 成 立 


与 否 在 ZFC 公理 系统 中 是 不 可 判定 的 (andecidable)， 即 在 ZFC 中 既 不 能 证 明 它 正确 ,也 不 能 


证 明 它 不 正确 .J.C. Oxtoby[1961] 借 助 CH 证 明了 存在 Baire 空间 X 使 得 X? 不 是 Baire 空间 . 


P. E. Cohen[1976] 在 ZFC : 


找到 了 两 个 Baire 空间 使 其 积 空间 不 是 Baire 空间 而 N. 


Bourbaki[1948] 证 明了 完全 度量 空间 族 的 积 空 间 是 Baire 空间 (推论 2.5.13). 由 定理 4.3.11， 引 


理 4.2.2 和 定理 1.7.7，C。 (X) 是 Baire 空间 当 且 仅 当 C。C) 自 身 是 第 二 范 


是 Baire 空间 的 充分 且 必 要 条 件 


; 床 


分 条 件 与 必要 条 件 . 


F 是 较 


> 


任 的 (McCoy，Ntantu[1988]). 下 面 


畴 集 . 寻求 C ,(X) 


介 


\NSN 


几 个 简单 的 充 


5 G6del 是 波兰 数学 家 H. Hahn(1879-1934) 的 学 生 . 
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引 理 $.6.10 如果 C。GC9O 是 Baire 空间 ,那么 X 的 每 一 q 点 有 一 个 闭 邻 域 属 于 Qa. 特别 


地 ， 如 果 X 是 q 空间 , 则 X 是 局 部 紧 空间 . 


证 明 设 空间 X 的 点 x 是 q 点 ,， 即 x 具有 可 数 递减 的 开 邻 域 列 {B , } wen 使 得 若 序 列 {x, } 


满足 每 一 x, eB,，, 则 {x, } 有 聚 点 . 先 证 明 存 在 neN 和 Qa 的 有 限 子 集 6 使 得 B,CcCUB. 


若 不 然 , 对 于 每 一 neN, 令 G,=U ,sg [z, (n,n+2)], 则 G ,是 C。 CO 的 开 稠 密 子 集 . 事实 上 ， 


对 于 C。 CO 的 每 一 非 空 的 基本 开 集 人 jy [A;, Vj], 让 fen ja [A,;, V,;], 由 于 


B, FU,a4A,,;, 取 zeB,NNU ,aA,, 定义 g: {Zz}U(U ,wwA)) 一 及 使 得 对 于 每 


xe{zZ}U(U ,J A,), 当 xe 了 U ,J A, 时 g(x)=f(x)， 是 g(z)=n+1, 则 g 是 连续 的 . 由 引 理 4.5.5， 


存在 heC(X) 使 得 haudu_ a)=g, 则 he 人 (is [A;, VD 人 [zm, n+2)], 于 是 (站 jo [A 


VD 站 G ,zz 名， 从 而 G ,是 C，, (XX) 的 稠密 子 集 . 由 于 C。GC9O 是 Baire 空间 ， 存在 


pe 门 ,wnG，. 对 于 每 一 ne N, 存在 x, eB, 使 得 p(x, )>n. 另 一 方面 , 序列 {x, } 在 X 中 有 


聚 点 ， 这 与 p 的 连续 性 相 了 矛盾. 故 存在 ne N 和 Qa 的 有 限 子 集 使 得 B, CU .从 而 


= 


Bn CU BP, 因此 Bn eco. 


由 此 , 如 果 C , (X) 是 Baire 空间 , 那么 X 的 具有 可 数 局 部 基 的 点 只 能 是 孤立 点 . 


定理 5.6.11 (McCoy, Ntantu[1986]) 如 果 X 是 仿 紧 的 q 空 间 , 则 C, CO 是 Baire 空间 当 


仅 当 X 是 局 部 紧 空间 . 


证 明 若 C, CO 是 Baire 空间 ,由 引 理 5.6.10, X 是 局 部 紧 空间 . 反之 , 设 X 是 仿 紧 的 局 


部 上 紧 空间 , 则 X 可 表 为 局 部 紧 o 紧 空 间 的 拓扑 和 (练习 5.6.5). 局 部 紧 的 o 紧 空间 是 半 紧 的 k 


空间 . 由 推论 4.5.17 和 推论 5.6.6，Cx (X) 同 胚 于 完全 度量 空间 族 的 积 空 间 . 再 由 推论 2.5.13， 


这 积 空间 是 Baire 空间 , 所 以 C, CO 是 Baire 空间 . 国 


由 定理 5.6.11, C, (了 P) 不 是 Baire 空间 . 下 面 将 说 明定 理 5.6.11 中 关于 X 的 仿 紧 性 不 可 省 


引 理 5.6.12 ”如果 C。 GO 是 Baire 空间 , 则 X 的 每 一 闭 的 伪 紧 子 集 属于 a . 特别 地 , 
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C ,X=C , (X). 


证 明 设 存在 X 的 闭 伪 紧 子 集 Ag a . 对 于 每 一 ne N, 让 G,=U ,和 [x,，(n, n+2)]， 则 


G ,是 C。( 区 的 开 稠 密 子 集 . 事实 上 , 对 于 C。 (CO 的 每 一 非 空 的 基本 开 集 站 ,.,[B,, V,], 让 


fe alB;, Vi], 由 于 ACUiaB,, 取 ze ANU ,Bi， 由 3 


理 5.6.10 类 似 的 证 明 , 存在 


he( 门 jx [B;,V iD 站 [区 nt2)]]， 从 而 G, 是 C。(GC) 的 稠密 子 集 . 因为 C。C9O 是 Baire 空间 


存在 pe 门 NG,，, 则 实 值 连续 函数 p 在 A 上 无 界 , 这 与 A 是 伪 紧 空间 相 矛 盾 . 故 X 的 每 一 


闭 的 伪 紧 子 集 属于 .和 


序数 空间 [0，w)) 是 非 紧 的 伪 紧 空间 ( 例 1.2.7)， 由 引 理 5.6.12, C 。([0，mw)i ) 不 是 Baire 空 


间 . 然而 [0，mw, ) 是 局 部 紧 空 间 . 这 说 明定 理 5.6.11 中 X 的 仿 紧 性 不 可 和 省略. 由 引 理 5.6.12， 


若 C , (X) 是 Baire 空 间 ， 那么 X 的 每 一 财 伪 紧 子 集 是 有 限 的 ,因此 ,X 的 每 一 基 子 集 是 有 限 的 . 


对 于 空间 X 的 子 集 族 a ,， 称 c 的 子 集 与 a 分 离 (move off Q), 若 对 于 每 一 As w, 存 


在 Be 有 使 得 B 站 A= 人 .空间 X 的 子 集 族 {EF, } ,< 称 为 强 离散 的 (strongly discrete)， 如 果 存 


在 X 的 离散 的 开 集 族 {G , }) ,。s 使 得 每 一 FE,CG ,. 


定理 $.6.13 如果 C。 CO 是 Baire 空间 , 那么 每 一 与 w 分 离 的 子 族 含 有 可 数 的 强 离散 子 


民族 . 


y 


证 明 设 w 的 子 集 有 与 w 分 离 . 对 于 每 一 neN, 令 G,=Usog[B, (n,n+1/2)], 则 G ,是 


a 


C。 (的 开 集 . G ,还 是 C 。C%) 的 稠密 子 集 . 寻 


实 上 , 对 于 C。 CO 的 每 一 非 空 基本 开 集 


站 :x [A ;,，V;], 存在 Be BP 使 得 BN(UisA;)=@, 取 fefNs[A;, Vi 定义 g: 


BU(Uia Ai) 书 民 使 得 gj A =fu_A ,g(B)=fn+l/4}， 由 引 理 45.5, 让 h 是 g 到 X 上 的 连续 


扩张 , 则 he[B, , n+1/2)] 门 ( 门 ;zy [A ;, V ;]). 因为 C。CO 是 Baire 空间 , 存在 pe 门 ,NG ，. 


对 于 每 一 ne N, 存在 B, e 有 使 得 ps 也,，a，n+L2)]. 由 于 每 一 p(B ,)Ca，n+L2) 且 {@， 


n+1/2)} ,ny 是 恨 的 离散 开 集 族 , 所 以 B 的 子 集 {B, )N 是 X 的 强 离散 子 集 族 . 国 


利用 强 离散 的 概念 , E.G Pytkeev[1985] 证 明了 关于 C , COBaire 空间 性 质 的 优美 结果 : 
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C , (X) 是 Baire 空间 当 且 仅 当 X 的 每 一 有 限 子 集 的 互 不 相交 序列 有 强 离散 的 子 序列 . 这 一 定 


理 的 必要 性 来 自 定理 5.6.13, 充分 性 留 到 定理 6.3.2 中 证 明 . 


练习 


5.6.1 ”如果 是 空间 X 的 所 有 非 空 有 限 子 集 的 族 . 证 明 : X 是 wk 空间 当 且 仅 当 XX 是 离 


散 空 间 . 


5.6.2 ” 设 X 是 半 紧 空间 ， 则 下 述 条 件 相互 等 价 : (1) X 是 No 空间 ; (2) XX 是 cosmic 空间 ; (3) 


X 的 所 有 紧 子 集 是 可 度量 化 的 . 


5.6.3” 设 XX 是 局 部 紧 空 间 ， 则 下 述 条 件 相 互 等 价 : (1) C , (X) 是 完全 度量 空间 ; (2) C， (X) 


有 可 数 tightness; (3) X 是 半 紧 空间 . 
5.6.4 ”空间 X 的 子 集 A 称 为 X 的 有 界 集 (bounded seb， 如 果 X 上 的 每 一 实 值 函数 在 A 


上 的 限制 是 有 界 的 . 若 C。GC9O 是 Baire 空间 , 那么 X 的 每 一 有 界 子 集 具有 紧 的 闭 包 . 


5.6.5 证 明 : 局 部 紧 仿 紧 空间 是 o 紧 空间 的 拓扑 和 . 
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第 六 章 C ,理论 初步 


函数 空间 中 最 引人入胜 是 部 分 是 C , (X, 民 ) 拓 扑 性 质 的 研究 . 这 些 内 容 简称 为 C , 理论 


(C , -theory). 在 第 上 四、 五 章 中 关于 函数 空间 理论 的 研究 中 已 获得 了 大 量 C ,理论 的 结果 , 特 


别 是 通过 C , (X) 的 性 质 刻画 底 空 间 X 的 一 些 性 质 ,如 证 明了 下 述 C ,理论 中 的 一 些 最 基本 的 


对 偶 定 理 . 


定理 6.0.1 ”对 于 完全 正则 的 T 空 间 X 下 述 基 数 等 式 成 立 : 


(D w(CC ,CO)=% (C ,CO)=IX| (定理 5.2.11 和 定理 5.3.3); 


(2) nw(C，(X))=nw(X) (定理 5.1.1); 


G) Ww (C ,CO)=ww(CC , (X))=d(X) (定理 5.2.3 和 推论 5.3.10); 


(4) d(C , (X)=ww(X) (定理 5.1.6); 


(5) t(C , (X))=sup{L(X" ) : ne N} (推论 5.4.3); 


(0 c(C, (X)=w (推论 5.1.8). 国 


推论 6.0.2” 设 X,Y 都 是 完全 正则 的 Ti 空间 . 如果 空 间 C , (X) 同 胚 于 空间 C , (Y), 那么 


(1) [|XEIY|; 
(2) nw(X)=nw(Y); 
(3) d(X)=d(Y); 


(4) ww(X)=ww(Y); 


(5) sup{L(X" ):neN}=sup{L(Y ) :neN]. 国 


性 质 P 称 为 超 拓扑 性 质 (supertopological property)， 如 果 拓 扑 空 间 X 具有 性 质 P 且 函 数 


空间 C , (X) 同 胚 于 C ,(Y), 则 拓扑 空间 Y 也 具有 性 质 P 推论 6.0.2 说 明 : 基数 ， 网 络 权 , 稠 


密度 , 弱 权 等 都 是 超 拓 扑 性 质 . 
下 例 说 明 一 些 熟 知 的 拓扑 性 质 可 以 不 是 超 拓扑 性 质 . 


例 603 函数 空间 C ,GG 1xN), C，Go)h CnG，) 是 相互 线性 同 胚 的 


(Arhangebskii[1992]).， 国 
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空间 Si xN 是 局 部 紧 的 可 分 度量 空间 且 有 无 限 多 个 非 抓 立 点 . 然而 ,空间 $ 不 是 q 空 


间 , 不 是 强 Fréchet 空间， 且 仅 有 一 个 非 阪 立 点 ( 例 3.1.8)， 空间 S, 是 Fréchet 空间 ， 然 而 , 空 


间 S, 不 是 Fréchet 空间 ( 例 3.1.7)， 所 以 例 6.0.3 说 明 : 局 部 紧 性 , 权 , 特征 , 可 度量 性 ，Cech 


完全 性 ， 第 一 可 数 性 , 第 二 可 数 性 , Fréchet 空间 性 质 ， 强 Fréchet 空间 性 质 等 都 不 是 超 拓扑 性 
质 . 


上 述 定理 及 超 拓扑 性 质 都 是 基于 集 开 拓扑 的 一 般 方 法 产生 的 ,难以 全 面 反 映 C , 理论 独 


有 的 性 质 . 本 章 继续 第 五 章 的 讨论 , 介绍 C ,理论 中 较 成 熟 的 吃 外 一 些 基 数 函 数 性 质 和 Baire 


空间 性 质 等 . 


对 于 非 空 集合 X, 积 空 间 民 ” 的 拓扑 可 以 通过 投影 函数 方式 ( 引 理 1.1.11 前 )， 点 开拓 扑 方 


式 (定义 4.3.1) 或 一 致 结构 方式 (定理 4.4.2) 产 生 . 对 于 fe 及 *,f 在 民 * 中 一 致 结构 方式 的 基本 


邻 域 形 如 M, (S)[ 扣 ={geRRX : 对 于 每 一 xe S 有 |f(x)-gGo)|<e}, 其 中 S 是 XX 的 非 空 有 限 子 


入 


且 实 数 e>0. 设 S={xi, xx, 记 M,(S)[f] 为 WO, S, s) 或 WG xx X ，E)， 


A 


若 X 是 拓扑 空间 且 feC(X), W(f, S, 8 ) 在 C(X) 上 的 限制 仍 记 为 W(f, S，&). 


本 节 作 为 介绍 C , 理论 的 预备 节 ,， 主要 扩展 诱导 函数 和 投影 函数 的 部 分 内 容 . 


首先 , 继续 介绍 实 值 函数 空间 上 诱导 函数 的 一 些 相 关 结 果 . 在 $4.5 诱导 函数 从 是 对 连续 


函数 f 定义 的 . 若 函 数 fX 一 立 可 同样 定义 诱导 函数 全 :了 及 ”一 下” 为 对 于 每 一 ge 及 “有 
fs(g)=gof 定义 在 CC(Y) 或 民 ”上 的 诱导 函数 都 记 为 位 ， 当 阴 “赋予 积 空间 拓扑 时 ，C , (X) 是 


RR” 的 子 空间 . 


引 理 6.0.4 和 若 函 数 fX 一 立 则 从: 民 ” 一 民 X 是 连续 的 ， 且 当 f 是 满 函 数 时 信 是 闭 嵌 入 . 


证 明 对 于 每 一 ge 有 ,让 h=f*(g), 且 W(h, S, 8 ) 是 h 在 R* 中 的 基本 开 邻 域 . 令 


T=f(S), 则 W(g, T,，& ) 是 g 在 民 Y 中 的 邻 域 且 f*(W(g, TE))cCW(h, S，e ), 所 以 位 是 连续 的 . 


设 Y=f(X) 且 g| 和 g, 是 恨 * 是 不 同 的 元 , 则 存在 yeY 使 得 gj(y) zg ,(y). 取 定 xef-!(y)， 


那么 f*(g 1)(x)=g1(y) zg;(y)=f*(g ,)(x), 于 是 全 (g |) 关 fs(g，)， 即 位 是 单 射 . 再 设 ge 了 及 7“ 且 
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h=f*(g), 对 于 h 在 及 X 中 的 基本 开 邻 域 Wdh, S, & ) (9 (Wh,S, Ej 站 人 (RR))c We,fS)， 


E) 所 以 (9 了:fs( 民 7Y)- 及 上 是 连续 的 另 一 方面 , f*(R Y={he RX 


h(x1)=h(x, )} 是 RX 的 闭 子 集 , 故 位 是 闭 庶 入 . 国 


定理 6.0.5 (Arhangel’skii[1992]) 设 YY 是 完全 正则 的 T 空间 , 上 


: 若 f(x | )=f(x, ), 则 


Lfx->Y 和 g:X 一 >Z 都 


是 满 射 , 则 fx*(C(Y)) Cg*(C(Z)) 当 且 仅 当 存 在 连续 函数 h:Z 一 Y 使 得 f=ho g. 


证 明 充分 性 . 设 存在 连续 函数 h:Z 一 六 


使 得 全 he g. 若 sef*(C(Y)), 存在 te C(Y) 使 得 


s=tof 那么 h*(D=toheC(ZD). 由 于 g*(h*(D))=h*(D(g)=tohog=tof=s, 即 se g*(C(Z)). 


必要 性 . 设 ff(CCY))C g*(C(Z)). 2 


fl(u)e f(A). 若 不 然 , 则 存在 qe C(Y) 使 得 qf(w))=1 


f*(q)(A)={0}. 


q(f(A))={0}. 于 是 fx(q)(u)=1 且 


假 设 ， 存 在 pe C(Z) 使 得 g*(p)=f 


p(g(A))=g*(p)(A)={0}, 这 与 p 的 连续 性 


相 矛 盾 . 


(q)， 从 而 p(gQ0))=g*(p)(u)=1 且 


E 证 明 断 言 : 如 果 ueX, AcX 且 geg(A), 则 


下 面 证 明 对 于 每 一 xeX 有 g g(x)cf 1 f(x). 设 ueg go. 让 A={x}， 则 


g(W)=g(x) e g(A)， 由 所 证 断言 ，f(u) se f(A) = fdxh ={f(x)}， 即 f(y)=f(x)， 所 以 


g g(x)cCf f(x). 对 于 每 一 zeZ， 置 h(z)=f(g”(z)), 则 函数 hZ ->Y 是 良好 定义 的 . 显然 ， 


ho g=fo g“o g=f. 下 面 再 证 明 h 是 连续 


的 . 


设 ze B <Z. 让 A=g 1(B) 且 取 ueg 1(z), 那么 g(u)=ze B=g(A), 于 是 ftu)e f(A), 即 


hlg(u))e h(g(A)). 但 是 g(A)=B 且 g(w)=z, 因此 htz)s h(B), 故 h(B)c h(B). 所 以 h 是 连 


续 的 . 重 


f:x 一 了 I 使 得 f(x)=0 且 fy)=1， 显 然 ， 完 全 正则 的 T 空间 是 Urysohn 空间 . 


推论 6.0.6 设 Y 是 完全 正则 的 工 ) 


(1)f 是 连续 的 当 且 仅 当 人 (C(Y)) CC 


空间 且 fx 一 Y 是 满 射 ， 则 


C(X); 


空间 X 称 为 Urysohn 空间 (Urysohn space)， 如 果 对 于 XH 


不 同 的 两 点 x, y 存在 连续 函数 


(2)f 是 连续 的 单 射 当 且 仅 当 X 是 Urysohn 空间 且 fs(C(Y) 是 C，(CX) 的 稠密 子 集 ; 


(3)f 是 同 且 的 当 且 仅 当 X 是 完全 1] 
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E 则 的 T 空间 且 fs(C(CY))=C(CX). 


中 的 基本 开 邻 域 , 由 于 f 是 单 射 存在 gsC , (Y) 使 得 对 于 每 一 xe S 有 g(f(x))=h(x), 于是 


fs(g)s[S，V]， 从 而 从 (C(Y)) 是 C , (X) 的 稠密 子 集 . 反之 , 设 从 (C(Y)) 是 C , (X) 的 筒 密 子 集 . 


证 明 设 g:Xx 一 X 是 恒 等 函 数 ， 由 定理 6.0.5 可 得 (1). 这 时 无 须 设 Y 是 T 空间 . 


(2) 设 f 是 连续 的 单 射 . 易 验 证 , X 是 Urysohn 空间 . 让 he C(X), 且 


(1),f 是 连续 的 . 再 


定理 4.5.6(2),f 是 单 射 . 


[S, VJ 是 h 在 C,(X) 


(3) 设 f 是 同 胚 的 ,显然 X 是 完全 正则 的 T 空 间 且 从 (C(Y))=C(X). 反之 ， 设 


fx(C(Y))=C(CX), 由 (2),f 是 连续 的 单 射 . 若 f 不 是 同 胚 的 , 则 存在 X 的 闭 集 F 使 得 KB) 不 是 Y 


的 闭 集 . 取 ye f(PD) Nf(F)， 和 pe C(X) 使 得 p(F)={0}, p(x)=1， 其 中 取 定 xef-1(y), 如果 函 数 


qdY 一 及 使 得 ft(q)=p， 则 q(y)=f*(q)(x)=1 且 qf())=f*(q)(F)={0}, 而 ye f(F) 说 明 q 不 是 连 


续 的 , 因而 pg 从 (C(Y))， 


才 盾 . 国 


设 f:Xx 一 Y 是 满 射 ， 


内 中 X 是 拓扑 空间 . Y 上 的 使 得 了 是 连续 的 最 精 的 完全 正则 拓扑 称 


为 Y 上 (由 f 诱导 ) 的 R 商 拓 扑 (R-quotient topology) 或 实 商 拓扑 (real quotient topology). 从 空间 


X 到 空间 Y 上 的 函数 f 称 为 R 商 映 射 (R-quotient mapping) 或 实 商 映 射 (real quotient mapping)， 


f 诱 导 的 R 商 拓 扑 , 即 立 是 完全 正则 空间 且 Y 的 子 集 UU 是 Y 的 开 集 


如 果 Y 上 的 拓扑 恰 是 


AI 


目 


又 当 f7 (中) 是 X 的 


的 任意 两 点 可 | 


集 (Arhangel’skii[1985]). 


显然 , 若 f:X 一 Y 是 商 映 射 且 YY 是 完全 正则 空间 , 则 f 是 R 商 映 射 


映 冉 . 考虑 从 完全 正则 


. R 商 映 射 未 必 是 商 


空间 X 到 空间 Y 上 的 商 映 射 f， 其 中 YY 不 是 完全 正则 空间 , 但 是 Y 中 


连续 函数 分 离 ( 如 ， 非 完全 正则 的 Urysohn 空间 ). 忆 


YY 的 R 商 拓扑 是 R 商 映 射 , 但 是 f 不 是 商 映 射 . 


嵌入 .R 商 映 射 刻画 了 诱导 函数 的 闭 岁入 性 质 . 


定理 6.0.7 设 fx 一 Y 是 满 函 数 且 YY 是 完全 正则 空间 ， 则 下 述 条 代 


(Df 是 R 商 映射 ; 


(2) C(Y)={heRY : 


(3) fx(C,(Y) 是 C ， 


(4) 们 是 闭 骨 入 . 


hofeC(X)}; 


(X) 的 闭 集 ; 
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fh 么 f 关 于 Y 上 由 了 诱导 的 


推论 4.5.8 和 定理 4.5.10 表明 当 人 X 一 了 是 商 上 映射 时 诱导 函数 代 :C , (Y) 一 C , (X) 是 闭 


F 相 互 等 价 : 


证 明 (之 (2). 设 fX 一 站 是 R 商 映 射 . 若 函 数 h:Y 一 展 使 得 hof 是 连续 的 , 让 W 是 


及 的 开 集 , 那么 f 了 nh71(W))=(hof) CCW) 是 X 的 开 集 . 因为 f 是 R 商 映 射 , 所 以 hn1(W) 是 Y 


的 开 集 ， 从 而 h 是 连续 的 . 故 C(Y)={heRY :hofe CCX)}. 


2 04). 


由 推论 4.5.8(D), fr:C CD) -Cn CO 是 嵌入 . 下 


面 证 


闭 集 . 让 ge COONfx(CCY))， 先 证 明 存在 x zeX 使 得 g(x) zg(z) 


定理 4.5.10 的 这 


h(y)=g(f 1 (y)). 因为 g=hofeC(X), 由 (2), 所 以 he C(Y), 村 


E 明 ,对 于 每 一 ye Y，g(f” (y) 是 单 点 集 


明 全 (CC , (Y) 是 C, (X) 的 


f(x)=f(z)， 若 不 然 ， 则 由 


定义 h:Y 一 民 使 


得 对 于 每 


yEY， 


是 gef*(C(Y)), 矛盾 . 设 U 和 V 


是 展 中 g(x) 和 g(z) 的 不 相交 邻 域 , 那么 ge [x, Uj 门 [z, V], 而 [x, DJ 门 [z, V] 是 C , (X) 的 开 集 . 


如 果 qe[x, U] 门 [z,V], 为 


VN (COY))= 名 . 政 伏 (C(Y) 是 C ,(X) 的 闭 集 . 


二 @. 设 PC CGO) 是 CC) 的 闭 集 


4.3.6)， 又 由 于 人 :及 7 一 及 是 嵌入 ( 引 理 6.0.4) 


(2) 人 之 (). 设 C(Y)={he 


fx(C(Y))CC(CX)， 再 


(四 一 (3) 是 显然 的 . 


fs(C(Y)=CCOmfs(R YY ), 从 而 C(Y)={he RY :fs eC(X)}. 


Bb 么 q(x) 关 q(). 而 f(x)=f(z), 于 是 q 科 人 (CCY)). 


. 由 于 C ,(Y) 是 积 空间 及 “的 稠密 子 集 (定理 


推论 6.0.6,f 是 连续 的 . 另 一 方面 , 设 U 是 空间 Y 立 的 子 集 昌 


因此 [x, U] 门 [z, 


,所 以 fg(C , (Y) 是 你 (R” ) 的 稠密 子 集 ， 于 是 


在 C, CO 中 fs(C，(Y) 是 CCO 门 会展 ”) 的 稠密 子 集 . 因为 fx(C ,(Y) 是 C , (X) 的 闭 集 , 则 


Y :hofeCOOj={he 了 7 : fr(h)eC(X)}. 由 引 理 6.0.4, 则 


Lf71( 中 是 X 


的 开 集 . 让 站 是 集合 Y 赋予 由 f 诱 导 的 RR 商 拓 扑 且 让 id:Y 了 是 恒 等 函 数 , 则 idof 是 R 商 


映射 ， 且 (idep Gd(U)=f- CU ， 所 以 id( 四 是 了 的 开 集 . 对 于 每 一 ye U, 存在 连续 函数 


V=(go id) 1([0, 1/2)), 则 V 是 立 的 开 集 且 yeVcU. 故 U 是 了 的 


由 此 , 对 于 完全 正则 空间 Y 及 满 函 


h:Y— R, hof 


的 连续 性 导 H 


在 
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Bh 的 连续 性 . 对 照 引 理 4.5.9, 命名 'RR 商 映 射 "是 自然 的 . 


g:Y 一 I 使 得 g(id(y))=0 且 g(YNid(U) c {1}. 由 于 goidof:X 一 >I 连 续 , 于 是 goid 连续 . 让 


着 ， 所 以 f 是 R 商 映 射 . 国 


数 fX 瑟 站 是 R 商 映 射 当 且 仅 当 对 于 实 值 函数 


其 次 ,继续 介绍 84.6 中 讨论 过 的 投影 函数 的 进一步 性 质 . 对 于 积 空间 [Xe。 及 A 的 


非 空子 集 B, 投影 函数 ps: TI X。 -> [Is Xe 定义 为 对 于 每 一 x=Gu)e [LAXe 和 


CEB CC 


Q eB 有 p, (ps (Xx))=x。. 显然 , 投影 函数 是 开 映 射 . 现在 , 对 于 积 空间 了 及“ 及 空间 X 的 非 空 


子 集 Y, 投影 函数 py: 民 X 一 及 ”定义 为 对 于 每 一 fs 及 x,pvy (CD=flv， 这 时 投影 函数 也 称 为 限 


制 函数 (restriction function). 定义 在 子 空间 C, (X) 上 的 投影 函数 仍 记 为 py:C ,CO 一 C，(Y). 


1988 年 M.D. Lasyth(M. 芍 .JIaxyrmD[1988] 记 C , (Y) 的 子 空间 py(C , (X)) 为 C , (Y|X), 称 为 相 


对 函数 空间 Gelative function space). 下 面 是 关于 投影 函数 及 相对 函数 空间 的 一 些 基本 性 质 . 


定理 6.0.8 设 Y 是 完全 正则 空间 X 的 子 空间 ， 则 


(1) pv 连续 且 C,(Y|X) =C , (Y); 


(2) 若 立 是 和 的 闭 子 空 间 , 则 py:C ，(CX) 一 C , (YIX) 是 开 映 射 ; 


(3) 若 了 是 和 的 紧 子 空间 , 则 C , (Y|X)=C , (Y); 


(4) 若 X 是 正规 空间 且 立 是 X 的 闭 子 空间 , 则 C , (Y|X)=C , (Y); 


(5) 若 Y 了 是 XX 的 稠密 子 空间 , 则 pv:C ,CO 一 CCYI 加 是 单 射 . 


证 明 (1) 显然 ,py 是 连续 的 . 对 于 任意 的 geC,(Y), 设 W(g, S, 6 ) 是 g 在 C,(Y) 中 


的 基本 开 邻 域 , 由 X 的 完全 正则 性 , 存在 feC , (X) 使 得 fs=gs, 那么 py(fD)eW(g, S，&), 


所 以 py C,(X)=C, (Y). 
(2) 对 于 C, (X) 的 基本 开 集 Wd RE 8 ), 设 S=F 站 YT=FNY. 显然 , py (WG, 了 E 


E)cW Py, SS £)N| py(C,(X)). 设 gsWpvG SS €)N| py(C, (X), 选取 


gi1eC,(X) 使 得 py(g1)=g. 由 X 的 完全 正则 性 , 存在 he C, (X) 使 得 h(Y)={0} 且 当 teT 时 有 


h(O)=f()-g |,(D. 让 q=h+gj, 则 qeW(, FE 8) 且 py(q)=g. 故 pv(WG FE 8))=W(py (1D, S, 


s) 门 pv(C X)). 


(3) 和 (4) 如 果 函 数 g:Y 书展 连续 ， 则 存在 连续 函数 f:X 一 取 使 得 fly =g， 这 表明 


C, (YIX)=C , (Y). 
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(5) 设 fi,f， eC ,(X), 由 于 立 是 X 的 稠密 子 集 , 若 fi y=f; v， 则 fi=f2， 于 是 pv 是 单 


射 . 重 


若 示 特别 说 明 , 本 章 以 下 各 节 所 论 空 间 均 指 满足 完全 正则 且 工 分离 性 质 的 拓扑 空间 . 


§6.1 Monolithic 空间 与 stable 空间 


本 节 的 目的 是 介绍 A. Arhangelskii[1982] 引 入 的 monolithic 性 质 与 stable 性 质 , 它们 是 


C ,理论 中 重要 的 一 组 对 偶 性 质 . 作为 预备 , 先 介绍 有 趣 的 因子 引 理 (factorization lemma). 


p 


设 函 数 fA 一 Y 对 于 xeA,A 的 开 子 集 族 VW 称 为 f 在 x 的 元 基 (z -base)， 若 对 于 fox 在 


Y 中 的 任 一 开 邻 域 W 有 xeU{UeU:f(U)c W}. 显然 , 若 函 数 f 在 点 xeA 连续 且 如 是 x 


在 A 的 局 部 基 , 则 如 是 f 在 x 的 x 基 . 


定理 6.1.1 (因子 引 理 , Arhangel'skii[1982，1984]) 设 A 是 积 空间 ]],_vX。 的 稠密 子 集 , 


CEM a 


上 


其 中 每 一 X。 是 可 分 度量 空间 . 若 函 数 fA_>Y 连 续 且 立 是 第 一 可 数 的 正则 T 空间 , 则 存在 


M 的 可 数 子 集 直 和 连续 函数 p :pj (A) 一 了 使 得 作 O 。P， . 


证 明 令 X=]],_wX。. 首先 注意 到 , X 具有 可 数 链条 件 (推论 5.0.4)， 于 是 X 的 稠密 子 


CEM CQ 


集 A 也 具有 可 数 链条 件 (练习 5.1.2)， 从 而 A 的 开 子 集 仍 具有 可 数 链条 件 . 设 有 是 积 空间 X 
的 全 体 非 空 基 本 开 集 组 成 的 X 的 基 . 


(1.1) 对 于 每 一 xeA， 存在 到 的 可 数 子 集 U , 使 得 多 ,是 了 在 x 的 六 基 . 


由 于 YY 是 第 一 可 数 空间 , 设 {W, } jn 是 fx) 在 了 中 的 可 数 局 部 基 . 让 Ht 一 (W ,)}) ,en. 


对 于 每 一 ne N, 记 {BeB : B 站 A cf (W,)} 的 一 个 极 大 互 不 相交 集 族 为 NM,， 则 NM, 是 可 


数 的 . 由 于 Bj 是 A 的 基 , 所 以 人 (W)CclA (UM a). 让 Us=U NM， 则 ,可 数 且 


UY, 是 f 在 x 的 可 数 z 基 . 事实 上 , 设 W 是 fx) 在 Y 中 的 邻 域 且 G 是 x 在 A 中 的 邻 域 , 存 


在 ne N 使 得 W, Cc W, 于 是 xsf  (W 站 G 从 而 存在 BeMNM, 使 得 GNBNAz 名 ,因此 


KB 站 AIcff  (W, )EW, CcW, 所 以 xecl,(U{BNA:BeZ,,f(BNA)CW). 故 U, |。 


是 f 在 x 的 元 人 A. 
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对 于 X 的 基本 开 集 U=[]_wvU。 记 Ku={QsM:U。zX。} 则 Ku 是 M 的 有 限 子 


中 


对 于 每 一 xEA, 让 L ,=U{KuU :UeU ,.}, 则 工 , 是 M 的 可 数 子 集 . 下 面 归纳 定义 M 的 


递增 的 可 数 集 列 刀 {L, } 和 A 的 递增 的 可 数 集 列 A-{A,} 如 下 . 


让 Li={@}),Al={x1}, 


x1 eA. 设 对 于 ie N 已 分 别 定义 了 M 和 A 的 可 数 集合 L, 和 


Ai. 令 Li 二;U(U {L，: xeA,}). 由 于 具有 可 数 基 的 空间 了]],。，X。 的 子 空间 pl (A) 


是 可 分 的 ,所 以 存在 A 的 可 数 子 集 S,, 使 得 pi (S ,1) 是 pi (A) 的 稠密 子 集 ， 置 


Ali=A， US 


i+L 夺 1 i 


让 L=U LAs=U jwA;, 则 工 和 A* 分 别 是 M 和 A 的 可 数 子 集 且 


则 Lj; 和 A 是 所 需要 的 可 数 子 引 


A 


A 


(1.2) 若 F 是 工 的 有 限 子 集 , 则 存在 isN 使 得 FcLi; 


(1.3) 车 xeA*,W 是 f(x) 在 Y 中 的 邻 域 , 则 xe U {Be2B:f(B 门 A)cW 有 HK, cL}( 关 于 


X 的 闭 包 ). 


山中 


ey 


实 上 , 对 于 每 一 UeUY,, Ky cL, cL, 由 (1.1) 有 xec,(U{UNA:UeZ,， 


f(UNA)CWD)CU{BeB:f(BNAc WHKs cL)}. 


(1.4) pr (A*) 是 pi (A) 的 稠密 子 集 . 


设 zsA,U 是 z 在 X 中 的 基本 开 集 且 KvcL, 下 证 UPAs* 关 他. 因为 Ki 是 L 的 有 限 


子 集 ， 存 在 自然 数 m> 2 使 得 Ku cL,, 则 p，(S ,) 是 pb， (A) 的 稠密 子 集 ， 由 于 


S,, CA, cA*, 于 是 UNA*D UNS, x 名， 所 以 pi (A*) 是 pi (A) 的 稠密 子 集 . 


从 而 ,AC pi (pi1 (A)) Cp; (pi(A*)), 于 是 A=p; (pL(A*)) 门 A. 


(1.5) 如 果 X 的 基本 开 集 U=TL_w Us 和 V=T]L_vw Vs 满足 对 于 每 一 CsL 有 Uu=V。 


且 pLCOPpr(A) 关 全 则 


(1.5.1) f(UNA) NN f(VNA) AG: 


(1.5.2) {VN A) cc f(UN A). 
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a 


Ill 


实 上 , 因为 pL (中) 站 pi.(A) 关 多 且 pi (DD) 是 p1(X) 的 开 集 , 则 pi (Np1(A”)# 多 ， 


本 


所 以 存在 ze Ax 使 得 对 于 每 一 xc eL 有 pu。 (DeU。. 如 果 foefUPmAmgVmnA) ,不妨 


设 f(z)g f(U 门 A), 存在 f(z) 在 Y 中 的 邻 域 W 使 得 WnmtUnmA= 人 . 令 GF-{BsB : 


fBN A)CW 且 Ks CL), 由 (L3),zeUG ,那么 pl (Depi(UGZ)=Ufp(G):GeG}， 于 是 


存在 GeG 使 得 pj CU) 站 pi (G 关 人 也. 因为 Ko cL, 所 以 UN Gz# 儿 ,于 是 UN 站 GN 站 A 名 是 


OO=wmntUnA)>2fGnAmEUnADKHUmnGA) 人 ,矛盾 . 故 (1.5.1) 成 立 . 


车 存在 yef(V 由 A)NNKUNA), 由 Y 的 正则 性 , 存在 y 在 Y 中 的 邻 域 W 使 得 


f(U 门 A) 站 W = 名 ， 取 定 xeV 门 A 使 得 f(x)=y， 由 f 的 连续 性 , 存在 x 在 X 中 的 基本 开 邻 域 


VV 使 得 f(V’* 门 A) CW, 不 妨 设 pj (V’)cCp1(V). 再 取 X 中 的 基本 开 集 "使 得 p; (U’)=pj (V’)， 


Pm (VU”)=p wr (DO), 那么 KUmnA)mEVnAcEUnA)mWw = 名. 然而 ， 由 (1.5.1) 知 ， 


f(U' 站 A) 门 fCV' 门 A) 人 , 矛盾. 这 说 明 (1.5.2) 成 立 . 


(1.6) 若 x,x’EA 且 pi (3)=p1 (xX)， 则 f(x)=fGx*). 


Ih 


有 实 上 , 设 W 和 Wi’ 分 别 是 f(x), f(x”) 在 Y 中 的 任 一 邻 域 , 存在 X 中 分 别 含 有 x 和 x’ 的 


基本 开 集 U 和 使 得 UNA) Cc W 且 f(U' 几 A) CW’. 由 于 pL (X=p (Xx”), 不 妨 设 


PL(U)=p1L (U”), 而 xeUN 站 A, 从 (1.5.D) 知 KUPA)mRKUDA) 关 个 , 所 以 WW 名 .而 


Y 是 T, 空间 ， 故 f(x)=f(x*). 


I 
My 
hu 
pa 


定义 函数 9 :pL (A) 下 Y 如 下 . 对 于 每 一 qep1(A)， 由 (1.6), ftp i (gd) 门 A) 是 单 点 集 ， 定 义 
9 (q)=f(pi (q) 站 A). 显然 , 伍 9 opLn. 


(1.7) 9 :pi (A) 一 Y 是 连续 的 . 


对 于 每 一 qepi (A), 记 y=9 (q), 取 定 xe A 使 得 p, (x)=q, 则 f(x)=y. 让 W 是 y 在 Y 中 


的 邻 域 , 存在 y 在 Y 中 的 邻 域 V 和 x 在 X 中 的 茜 本 开 邻 域 U 使 得 V CW 有 Hf 人 UN 站 A)cYV. 


如 


让 UU 是 X 的 基本 开 集 满足 pj (U’)=pj (U), p wy (U")=p Mi (X)， 因 为 xs U 站 A， 由 (1.5.2), 


ff 由 A) c fnA c V c W 由 pg 的 定 义 
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9 PLDNPpLA)Nfpi PLDNPL AVNACfoPi PUV) NA NA)CW, 而 


q=p1(X)ep1(U), 所 以 pi (UU) 人 pi (A) 是 q 在 pi (A) 中 的 邻 域 , 故 g 是 连续 的 .和 


利用 Stone-Weierstrass 定理 证 明 的 例 4.6.5 是 因子 引 理 的 推论 . 下 面 再 介绍 因子 引 理 的 几 
个 有 趣 推 论 . 


推论 6.1.2 设 义 是 Tychonoff 方 体 I^ 的 稠密 子 空间 , 则 X 是 伪 紧 空间 当 且 仅 当 对 于 A 


的 每 一 可 数 子 集 B 有 ps (X)=I”. 


证 明 首先 , 设 对 于 A 的 每 一 可 数 了 集 B 有 ps CO=I? . 对 于 每 一 feC , CO， 由 因子 引 


理 , 存在 A 的 可 数 子 集 B 和 wp eC , 0”) 使 得 仁 p。ps. 因为 I” 是 紧 空 间 , f(X)= o 1 ) 是 了 


的 有 界 子 集 . 故 X 是 伪 紧 空间 . 


有 反之, 设 义 是 伪 紧 空间 且 B 是 A 的 可 数 子 集 由 于 X 是 I^ 的 稠密 子 集 ， 于 是 伪 紧 空间 


ps (X) 是 I 的 稠密 子 集 , 而 I 是 度量 空间 , 所 以 ps (X) 是 紧 空 间 ( 定 理 2.2.9), 因此 ps C9) 是 


1” 的 闭 子 集 , 故 ps CO=I . 国 


推论 6.1.3 积 空 间 N™ 不 是 正规 空间 . 


证 明 对 于 i=1, 2, 令 下 ,={x=(x 。)eN”: 对 于 每 一 ne NNN{ 人 让 有 |{Q& <@ : 


xu =n}|<1}, 那么 Fj,F, 是 N” 中 不 相交 的 闭 集 ， 如 果 N”! 是 正规 空间 ,存在 feC(N"') 使 得 


fF,)={ij. 由 因子 引 理 , 存在 @ | 的 可 数 子 集 L={ &,，: ne N} 和 连续 函数 9g :pj (CON” )) 一 及 


使 得 伍 p9 。p1. 依 下 述 方式 选取 N™ 中 的 点 y 和 z: 若 w=w，， 则 ys。=z。 =n; 若 w es OIL， 


则 y。=l 且 z。=2 那么 yeF|,zeF,，, 上 且 p11 (y=p 1 (2 于 是 


【24 


1=f(y)=p op1(y)=8 ?pi(2)=f(z)=2, 蔬 盾 . 故 积 空间 N ”不 是 正规 空间 . 征 


对 于 空间 X， 总 有 d(X)<nw(X) 和 ww(X)<nw(X)， 这 两 个 基数 不 等 式 中 不 等 号 可 能 成 立 ， 


如 对 于 Sorgenfrey 直线 S( 例 5.4.4), d(S)=ww(S)= No <nw(S). A. V. Arhangelskii 定义 的 


monolithic 性 质 和 stable 性 质 分 别 反映 了 空间 的 每 一 子 空 间 的 稠密 度 与 网 络 权 相等 ， 空 间 的 
每 一 连续 象 的 弱 权 等 于 网 络 权 这 些 事实 . 
对 于 无 限 基数 4 , 空间 X 称 为 4 -monolithic, 如 果 对 于 X 的 每 一 基数 不 超过 4 的 子 集 A 
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有 nw(A)< .特别 地 ,XX 称 为 No-monolithic 空间 ， 如 果 义 的 每 一 可 数 子 集 的 闭 包 具有 可 数 


网 络 . X 称 为 monolithic 空间 (monolithic space)， 如 果 对 于 无 限 基数 4 ,X 是 4 -monolithic 


空间 , 即 对 于 X 的 每 一 子 空间 Y 有 d(Y)=nw(Y). 


显然 , 度量 空间 , cosmic 空间 都 是 monolithic 空间 


质 是 遗传 性 质 (练习 6.1.1). 
对 于 无 限 基数 和, 空间 X 称 为 4 -stable， 如 果 六 


( 引 到 


月 . 作 3 


EI 


8 5.1.4). 易 验 证 ，4 -monolithic 性 


间 X 的 连续 象 且 ww(Y)< 和， 则 


nw(Y)< 4. X 称 为 stable 空间 (stable space) 如 果 对 于 每 一 无 限 基数 4, X 是 4 -stable 空间 ， 


即 对 于 XX 的 每 一 连续 象 Y 有 ww(Y)=nw(Y). 


显然 , 紧 空 间 , cosmic 空间 都 是 stable 空间 . 但 是 , monolithic 空间 与 stable 空间 是 互 不 洗 


含 的 . 一 方面 ,度量 空间 (monolithic 空间 ) 未 必 是 stable 空间 . 如 ,让 M 是 基数 为 2” (连续 统 


Hewitt-Marczewski-Pondiczery 定理 ( 引 理 5.0.3)，Tychonoff 方 体 I” 是 可 分 空间 


基数 ) 的 离散 度量 空间 , 则 nw(M)=22 . 由 引 理 5.3.8(3), wwOM)= No. 故 M 不 是 No -stable 空 


间 . 另 一 方面 ， 紧 空间 人 (stable 空间 ) 未 必 是 monolithic 空间 .， 如， 由 


rE 


,者 IT” 是 


Nu -monolithic 空间 ,， 则 紧 空 间 I” 是 cosmic 空间 , 于 是 1% 具有 可 数 基 (定理 2.3.7), 但 是 


we )= Ni (练习 5.1.0)， 了 矛盾. 故 I” 不 是 No -monolithic 空间 . 


引 理 6.1.4 (1) 映射 保持 4 -stable 性 质 ; 
(2) 4 -stable 性 质 是 关于 开 闭 子 空间 遗传 的 . 


证 明 从 4 -stable 空间 的 定义 可 直接 验证 (1)( 练 习 6.1.2). (2) 设 X 是 4 -stable 空间 ,Y 是 


X 的 非 空 的 开 闭 子 空间 . 取 定 yo eY, 定义 fX>Y 使 得 fy 是 恒 等 函 数量 f(XNY)c {yo]， 


则 f 是 连续 的 满 射 ， 由 (1), Y 是 4 -stable 空间 . 目 


下 面 两 个 定理 说 明 在 C, 理论 中 4 -monolithic 性 质 与 4 -stable 性 质 是 对 偶 性 质 . 


定理 6.1.5 (Arhangel’skii[1982])C p(X) 是 钞 -monolithic 空间 当 且 仅 当 X 是 4 -stable 衬 


间 . 


证 明 必要 性 . 设 C , (X) 是 4 -monolithic 空间 . 如 果 立 是 空间 X 的 连续 象 且 ww(Y)< 4， 


由 推论 4.5.8(1), C , (7) 可 拒 入 C, (X), 于 是 C , (是 4 -monolithic 空间 . 又 由 定理 6.0.1， 


d(C ,CCYD))=wwCYD)<S4 且 nw(C，(CY))=nw(CY)， 所 以 nwCYJs4. 故 和 是 4 -stable 空间 . 
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充分 性 . 


设 X 是 4 -stable 空间 . 若 C , (X) 的 无 限 子 空间 M 的 基数 不 超过 4 ,定义 对 


线 


函数 仁 Ay:X 一 民 ”， 即 对 于 每 一 xeX 和 geM 有 p,f(x)=g(x), 则 f 是 连续 的 . 让 Y=f(X)， 


则 wCY)<IM|< 4( 引 理 5.0.0). 让 立 是 集合 Y 赋予 1 


位 
集 ， 


百 


是 空间 YY 的 开 集 ， 


函数 . 若 U 那么 f-I(U) 是 X 的 


续 的 双 射 , 从 而 ww(YJ<wCY< 414. 因 


nw(Y)< 14, 因此 nw(C ,(Y))=naw(Y)< 4. 


er 


和 宕 性 


令 f =i-lofX-> 立 , 则 芋 是 R 商 映 射 ，| 


空间 PF={ho ff 


ps°ideC,(Y), 那么 g=p oof=psoidof eB 即 MCR 


于 是 (id (是 的 ] 


因而 M (关于 


里 6.0.7， 所 以 C , (YY) 同 且 于 C, (X) 的 P 


:heC,( 了 了 )}. 设 ge M, 则 函数 p ,。id: 了 下 民 是 连续 的 ， 


F 空 间 C , (XD) 康 


于 集 ， 故 id 


f 诱 导 的 R 商 拓扑 , id: 立 ->Y 是 恒 等 


是 连 


为 X 是 4-stable 空间 且 立 是 X 的 连续 象 所 以 


包 )CE=FE 从 而 nw(M)<nw(F)=nw(C, (Y))<X. 故 C,GO 是 4-monolithic 空间 . 重 


定理 6.1.6 (Arhangel'skii[1982])C, (X) 是 儿 -stable 空间 当 且 仅 当 X 是 和-monolithic 


证 明 必要 性 . 设 C , (2) 是 4 -stable 


-HH 


对 角 线 引 理 (定理 4.5.2),X 可 嵌入 CC,(X), 于 


充分 性 . 设 M 是 C ,C ,(X) 的 基数 不 超过 4 的 子 空间 . 对 于 每 一 fe M, 因为 C , (X) 是 


及“ 的 稠密 子 集 


因 


f:C , (X) 一 下 连续 ， 由 


Of:pa (CCO) 一 下 使 得 人 pf。pa ， 那 么 BE4， 


是 X 是 4 -monolithic 空间 . 


子 引 理 ,存在 X 的 可 数 子 集 B， 和 连 


则 fgi)=fle,) 让 A=U {B :feMj),F=A, 则 |A|< 4. 因为 X 是 4-monolithic 


nw(F)< 4, 于 是 nw(C » (PB)=nw(F) < 4. 
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ST 


空间 ， 由 定理 6.1.5, C , C ,CO) 是 4 -monolithic 空 间 ， 


若 g1,g， eC ,(X) 满 足 g， Br = 2 |B, ， 


空间 , 所 以 


考虑 投影 函数 ps:C , (X) 一 C , (F)， 即 对 于 每 一 geC , (X) 有 pr(8)=gle. 令 2=C , (F|X), 


则 nw(C » (D)=nw(2) Snw(C , (F)) < 4 . 因 


pe:C ，(CX) 一 乙 是 开 映 射 . 对 于 每 一 feM， 由 A 的 定义 , 存在 函数 hi:Z 一 
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为 F 是 XX 的 闭 子 空间 ， 


由 定 ] 


理 6.0.8(2)， 


使 得 h PrF = 


因为 pe 是 R 商 映射 ,由 定理 6.0.7, hf 是 连续 的 , 即 hf eC ,(Z). 令 H={ho pe :heC,(D)}, 


则 McH. 然而 H=pr(C, (Z)), 再 由 定理 6.0.7, C ,(Z) 同 胚 于 C , C , (X) 的 闭 子 集 H, 因而 


nw(M)<nw(H)=nw(C , (Z2) < 4 . 


上 述 证 明 表 明 CE, (是 4 -monolithic 空间 .由 定理 6.1.5, C 人 (X) 是 儿 -stable 空间 . 目 


推论 6.1.7 空间 X 是 monolithic 空间 (stable 空间 ) 当 且 仅 当 C (是 stable 空间 


(monolithic 空间 ) 当 且 仅 当 C SC (X) 是 monolithic 空间 (stable 空间 ). 上 


推论 6.1.8 设 X 是 紧 空间 , 则 C ,(X) 的 每 一 紧 子 集 是 Fréchet 空间 . 


证 明 设 F 是 C,(X) 的 紧 子 集 且 yeAcF 由 于 X 是 紧 空 间 , 所 以 每 一 X”(VneN) 


是 紧 空 间 , 由 定理 6.0.1(5), C , (X) 有 可 数 tightness, 于 是 存在 A 的 可 数 子 集 C 使 得 ye C. 又 


于 X 是 紧 空 间 , 所 以 X 是 stable 空间 , 由 推论 6.1.7, C ,CO 是 monolithic 空间 , 从 而 C 是 


cosmic 的 紧 空 间 ， 再 由 定理 2.3.7，C 是 度量 空间 ,因此 存在 由 C 中 点 组 成 的 序列 收敛 于 y 


四 


故 F 是 C ,CO 的 Frechet 子 空间 . 重 


例 6.1.9 Niemytzki 切 圆 盘 拓 扑 空间 T(Steen, Seebach[1978]): 非 只 , -monolithic 空间 . 


令 S={(x, y) : xX,y eR 腿 ,y>0},L={(x, 0) :Xe 及 } 且 T=SUL. 在 T 上 赋予 Niemytzki55 切 圆 稚 


拓扑 (Niemytzki’s tangent disc topology): 对 于 每 一 teT, 若 te S,t 在 T 中 的 邻 域 取 为 t 在 T 中 


的 欧 几 里 得 邻 域 ; 若 teL,t 在 T 中 的 邻 域 基 元 


PR 
形 如 {t}UD, 其 中 DD 是 S 中 的 开 圆 盘 且 在 点 tt 人 ne 
S Yee 有 
与 直线 LL 相 切 . 集合 T 赋予 Niemytzki 切 圆 盘 7 
1 
拓扑 称 为 Niemytzki 切 圆 盘 拓 扑 空间  --- 工 闭 离 散 了 空间 -和 
(Niemytzkis tangent disc topological space). 易 四 “Niemytzki 切 圆 盘 拓扑 空间 


验证 ,T 是 完全 正则 的 Tj 空间 . 


显然 ,T 是 可 分 空间 . 因为 是 T 的 不 可 数 的 闭 离散 子 空间 , 所 以 T 不 是 cosmic 空间 . 故 


T 不 是 No-monolithic 空间 . 由 于 了 的 子 空间 S 和 L 都 是 度量 空间 , 所 以 S 和 工 都 是 T 的 


56 苏联 数学 家 B. B. Hemprak wi 
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monolithic 子 空间 . 这 表明 两 个 monolithic 空间 的 并 未 必 是 monolithic 空间 . 卜 


引 理 6.1.10 若 空 间 X 具有 由 monolithic 子 空间 组 成 的 局 部 有 限 闭 覆 盖 , 则 X 是 


monolithic 空间 . 


证 明 设 {X,} 是 空间 X 的 局 部 有 限 闭 覆盖 ， 其 中 每 一 X, 是 monolithic 空间 . 让 M 


是 X 的 任 一 无 限 子 空间 , 对 于 每 一 ge A, 令 M, =MNX,, 则 nw( Ma )<IM ,|<IMI. 车 


Me # 纪 ,， 取 定 xv eM a。， 由 于 {Xo } eh 是 局 部 有 限 的 , 所 以 存在 x 在 X 中 的 邻 域 Us。 和 


A 的 有 限 子 集 人 A 。 使 得 当 B eA 信人 A ,时 有 Us 站 Xp = 名 ,从 而 Us。 站 Mg = 名， 因此 


， 从 而 nw(U ,Ma )<|MI. 因为 M=U Me， 


CEA 


xs Us, 于 是 (wsA :Mu= 纪 <IM 


故 aw(M)<IM|、 因 此 ,X 是 monolithic 空间 . 国 


定理 6.1.11 若 C， (X) 是 stable 空间 , 则 对 于 每 一 基数 积 空间 C , (X)" 是 stable 空间 . 


证 明 因为 C , (X) 是 stable 空间 ,由 推论 6.1.7, X 是 monolithic 空间 . 让 D 是 基数 K 的 


中 


合 赋予 离散 拓扑 的 空间 ， 则 {六 x {d}} gp 是 空间 XxD 的 局 部 有 限 闭 覆盖 且 每 一 Xx {d} 是 


monolithic 空间 ， 由 引 理 6.1.10, XxD 是 monolithic 空间 ， 再 由 推论 6.1.7, C , (XxD) 是 stable 


空间 . 由 定理 4.53.16， 积 空间 C , CX)“ 同 胚 于 C, (XxD), 所 以 C , (X)" 是 stable 空间 . 国 


推论 6.1.12 ”对 于 每 一 基数 K 积 空间 了 及 <“ 是 stable 空间 . 


证 明 取 义 是 单 点 集 组 成 的 离散 空间 , 则 C , (X)= 民 是 stable 空间 ， 所 以 R" 是 stable 空 


问 . 和 


练习 


6.1.1 4 -monolithic 性 质 是 遗传 性 质 . 


6.1.2 设 fX->Y 是 连续 满 射 . 若 X 是 4 -stable 空间 , 则 YY 是 4 -stable 空间 ( 引 理 6.1.4). 


6.1.3 ”序数 空间 [0，mw) ) 是 stable 空间 . 


6.1.4 设 X 是 紧 空间 , 则 C ,(X) 的 每 一 非 空 的 可 分 紧 子 集 是 可 度量 化 的 . 


6.1.$S” 积 空间 了 及” 不 是 monolithic 空间 . 


237 


8$6.2 ”Hurewicz 空间 


本 节 介 绍 C > 理论 中 的 Hurewicz 空间 性 质 ,， 这 是 一 种 介 于 o 紧 性 质 与 Lindel5f 空间 性 质 


之 间 的 拓扑 性 质 . 由 推论 5.4.3 知 ， 函数 空间 的 tightness 与 底 空间 的 Lindel6f 性 质 密切 相关 ， 
本 节 将 进一步 说 明 函 数 空间 的 可 数 扇 tightness， 可 数 强 扇 tightness 分 别 与 底 空间 的 Hurewicz 
性 质 , 性 质 C”* 密 切 相 关 . 


空间 X 称 为 P 空间 (P-space; Gillman, Henriksen[1954]), 若 X 的 每 一 Gy 集 是 X 的 开 集 .X 


是 P 空间 当 且 仅 当 X 的 每 一 FE。 集 是 X 的 闭 集 . 这 P 空间 不 同 于 在 广义 度量 空间 理论 中 用 于 


刻画 与 度量 空间 之 积 空间 是 正规 空间 的 P 空间 QMorita[1964]). 


引 理 6.2.1 伪 紧 P 空间 是 有 限 集 . 


证 明 设 X 是 完全 正则 的 伪 紧 了 空间. 若 X 含 有 可 数 无 限 子 集 A={x，:ieN}, 则 A 的 


任 一 可 数 子 集 (X 的 F, 集 ) 是 X 的 闭 子 集 , 于 是 A 是 X 的 可 数 闭 离散 子 集 . 不 妨 设 存在 X 的 


不 相交 的 开 集 列 {V , } 使 得 每 一 x, e V,. 对 于 每 一 ie N, 存在 X 的 开 集 UU ,使 得 


x, EU, CUiCV,, 从 而 存在 f, eC(X, 民 使 得 f(x;)=i, f (XNU ,)={0}. 定义 ft X 一 及 使 


A 


得 每 一 f(x)= 》f;(x), 则 f 是 XX 上 的 无 界 连续 函数 ,与 X 是 伪 紧 空间 相 矛 盾 . 故 X 是 有 限 外 


i=l 


定理 6.2.2 若 C,(X) 是 o 可 数 紧 空 间 , 则 X 是 有 限 集 
证 明 记 C,(X)=Uin Z,, 其 中 每 一 2 是 C ,CO 的 可 数 紧 子 集 . 先 证 明 X 是 伪 紧 的 P 
空间 . 


SN 


和 


若 X 不 是 伪 紧 空间 ， 则 存在 XX 上 的 无 界 函数 heC(X, 民 ). 取 X 中 的 序列 {x;} 使 得 每 一 


hx, PIhG )It1l. 对 于 每 一 jeN, 置 U,={xeX:|h)-h(x ,2}, 则 {U,} 是 XX 的 离散 开 引 


A 


列 且 每 一 x,eU,， 


1 


让 B,={g(x;) : gsZij=e。 (Z,), 其 中 e,: CC 一 下 是 赋值 函数 (定义 


见 推论 4.5.12 后 ), 由 e。 的 连续 性 , B ,是 中 的 有 界 集 , 于 是 存在 r;, eRNB,. 因为 {(U,} an 


是 离散 的 , 由 引 理 6.2.1 类 似 的 论证 , 存在 连续 函数 fX -> 及 使 得 fx,)=r,. 则 fg UnZ,, 矛 


盾 . 故 X 是 伪 紧 空间 . 
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若 X 不 是 P 空间 , 则 存在 X 的 递增 的 闭 集 列 {F,} 和 ze UNE NUNE， 令 


Z={fsC ,CO :f(z*)=0}, 则 Z 是 C, (X) 的 闭 集 ,所 以 Z 是 o 可 数 紧 的 . 记 Z= UNZ0， 其 中 


每 一 Z,0 是 C ,CO 的 可 数 紧 子 引 
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(2.1) 对 于 每 一 e >0, keN, 存在 ix € N 使 得 当 feZ 6 时 有 zt eF; 满足 f(z 4)<e. 


若 不 然 , 对 于 每 一 isEN, 存在 f, eZio 使 得 当 zeF, 时 有 f,(z)>e. 由 Zo 的 可 数 紧 性 ， 


序列 {f,} 存 在 聚 点 f 则 当 zs UiawFi 时 有 f(z)>e, 于 是 f(z*)> 8. 然而 , feZio 2Z, 又 有 


f(z*)=0, 矛盾 . 


下 面 继续 设 X 不 是 P 空间 的 证 明 . 对 于 每 一 keN, 取 e =1/2*, 存在 ik eN 满 足 (2.1) 的 


要 求 . [ 完全 正则 性 ， 存在 gx EC(X， [0, 1/2“]】) 使 得 g 1 (2*)=0 且 geEF， )=1/2 4 ys 定义 


h:X 一 及 使 得 每 一 h(x)= 》 gi (x), 则 h 连续 且 h(z*)=0, 所 以 heZ, 因此 存在 ke NN 使 得 


k=1 


hezZ 


本 


4(2.1), 存在 zeF; 满足 hz )<1/2*， 这 与 hz )>1/2“ 相 矛盾 . 故 X 是 P 空 间 . 


k0O? 


由 引 理 6.2.1 知 X 是 有 限 的 . 国 


空间 X 称 为 Hurewicz 空间 (Hurewicz space; Hurewicz[1927], Lelek5f1969])， 若 对 于 x 的 


每 一 开 履 盖 的 序列 {UW, } 存 在 有 限 子 集 B,CU, (vneN) 使 得 Un2B, 是 X 的 覆盖 . 显然 


0 紧 空 间 是 Hurewicz 空间 ，Hurewicz 空间 是 Lindel6f 空间 . X 称 为 解析 空间 (analytic space; 


Whyburn[1942]), 若 X 是 无 理 数 空间 P 的 连续 象 . 这 解析 空间 不 同 于 复 分 析 中 的 “analytic 


space” Polish 空间 ( 即 可 分 的 完全 度量 空间 ) 和 有 理 数 空间 Q 都 是 解析 空间 (练习 2.6.2 和 练习 


2.6.3).J. Calbrix 证 明了 下 述 结果 ( 见 Arhangelskii[1992]). 


引 理 6.2.3 Hurewicz 的 解析 空间 是 ca 紧 空间 .上 


引 理 6.2.4 X 是 紧 空 间 当 且 仪 当 X” 是 Hurewicz 空间 . 


证 明 显然 ， 紧 空间 的 可 数 次 积 空间 是 Hurewicz 空间 . 设 X” 是 Hurewicz 空间 . 于 是 X 


是 Lindelef 空间 , 为 了 证 明 X 是 紧 空间 ,只 须 证 明 X 是 可 数 紧 空间 . 若 不 然 ， 不妨 设 和 含有 


57 A Lelek 是 波兰 数学 家 B. Knaster(1893-1980) 的 学 生 . 
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闭 子 空 间 N， 于 是 X” 的 闭 子 空间 N” 是 Hurewicz 空间 , 但 是 N” 同 胚 于 无 理 数 空间 严 定 理 


2.6.9)， 于 是 也 是 Hurewicz 空间 ， 这 与 引 理 6.2.3 相 了 矛盾. 卜 


定理 6.2.5 (Arhangel'skii[1986]) 空 间 C , (X) 有 可 数 肩 tightness 当 


> 


仅 当 对 于 每 一 ne 


X "是 Hurewicz 空间 . 


证 明 必要 性 . 设 空间 C , CX) 有 可 数 扇 tightness. 对 于 任意 固定 的 ne N, 设 {Wi } 是 空 


间 X" 的 开 履 盖 列 . 对 于 每 一 ke N, X 的 子 集 族 V 称 为 是 6 小 的 , 阁 对 于 每 一 VeUNVi<n) 


存在 Ue 使 得 [T_V, <U. 记 A ,是 X 中 的 所 有 6 小 的 有 限 开 集 族 的 全 休 . 对 于 每 一 


VeA,, 让 Fy={feC,(X) :fCONU 人 DW={0}}. 记 A=U {Fy : Ve A ,}. 下 面 先 证 明 A 


是 C, (X) 的 稠密 子 身 


A 


设 feC ,C90 且 W(, K,e) 是 f 在 C,(X) 中 的 任 一 基本 邻 域 . 因为 K 是 XX 的 非 空 有 限 子 


集 , 存在 X 的 有 限 的 开 集 族 W 使 得 对 十 每 一 (y 1, y ,,…, y，)e KK" 存在 W 的 有 限 子 仙 


A 


{W;} ;io 和 Ue Wi 使 得 y, e W,(Vi<n) 且 ]],W; cU. 于 是 Kc U W 对 于 每 一 xeK. 令 


V .= 站 {WeWw :xsWj, YIV，: xeK}. 则 KUzZ 上 且 集 族 V 是 6 小 的 . 事实 上 , 任 取 


TV ,其 中 每 一 xi, eK. 存在 W,eW 和 Ue 使 得 x,eW; 且 T],W, <U. 因为 每 一 


i 


V 。cCW;， 所 以 可 V。cU. 现在 , 取 geC, CO 使 得 fk =gk 且 gCXCNNU2={0} 则 


i<n 


geFy CA,， 从 而 WdK，s) 站 Au 多. 因而 Ax=C ,CO 


令 f 是 Xx 上 取 值 恒 为 1 的 函数 , 则 f < 门 NAk. 对 于 每 一 ke N, 存在 A, 的 有 限 子 集 


B , 使 得 f e Ui, B, .从 而 存在 A , 的 有 限 子 集 T ,使 得 B,CU{Fs :VeT,}). 设 


VeT ,对 于 每 一 5 =(Vj,V， ,VsZ ,选取 Ge Ui 使 得 [|],V; cG. 因为 ,是 


有 限 的 且 每 一 Vs 工 是 有 限 的 , 所 以 族 G ,={G。: 5 eV"”, VeT |} 是 有 限 的 . 显然 ， 


Gr SU 下 面 再 证 明 U keNGr 覆盖 X”. 


对 于 任意 的 (x1, x,,.…, xXx, )eX”, 让 H={heC , (X) : 对 于 每 一 i<n 有 h(x;)>0}, 则 H 
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是 人 在 C ,CO 中 的 开 邻 域 . 因为 f e Ui Bi ,存在 msN 使 得 也 门 B ,= 人 ,于 是 对 于 某 个 


VeT ,有 HN 站 Fy 着. 设 gsH 站 FEy 则 对 于 每 一 i<n 有 g(x;)>0 且 当 xeXNUZY 时 有 


g(X)=0. 取 Vi，sZ 使 得 xi，sViCYismD， 则 存在 G。 eG 使 得 (x | ,x ,，,... 


XxX,)e [1,Yv; CG:. 因而 (x1, Xx,,...,X,)e U(CU jenG1). 故 X" 是 Hurewicz 空间 . 


充分 性 . 设 对 于 每 一 ne N, X" 是 Hurewicz 空间 . 固定 fe C, (X) 及 C , (X) 的 子 集 列 {A ,} 


使 得 fe 门 ,_\ A .对 于 每 一 n, ke NR x=(x1, xX,,..., XxX, )EeX", 存在 g EW(, x |, X,,..., 


x ，，1/m) 门 A . 对 于 每 一 i<n， 因为 |g ,i (Xx; )f(x ,ln， 由 f 及 g ,i 的 连续 性 , 存在 x; 的 开 


邻 域 0, 使 得 当 y, eO; 时 有 |g ,4 (y fy lm. 集合 U,, =]],0; 是 x 在 X” 中 的 邻 域 , 于 


是 Ui={U i :xceX } 履 盖 X ， 且 对 于 每 一 yl, ys yw)sUe 有 |lg yx (0) fy IN. 


因为 X” 是 Hurewicz 空间 ,存在 X" 的 有 限 子 集 列 {P ,， } 1 使 得 U ,>, DP, ; 覆盖 X”, 其 中 


每 一 Pik=fU ,，: XEeP,4}. 对 于 每 一 自然 数 k>n, 令 Bi={gyx :XxXeP,x), 


B ,= n<k Brg, 则 B, 是 A， 的 有 限 子 集 且 fe pe 也 ， 。 


上 


事实 上 , 对 于 f 在 C, CO 中 的 任 一 基本 邻 域 wd yy y，，2), 不 妨 设 Un<Es, 则 


存在 kK>n 使 得 (y 1, ys,…,y ，)e 了 UP, ， 于 是 存在 xeP,, 使 得 yy ysUr， 从 而 


nk 


gr EB ,i 对 于 每 一 i<n 有 lg x (Qi)fly; Wn< 8 ,因此 gx EWf, YI y2 es Yn 


2) 站 B.. 即 fe Uicn Bj. 故 ,C ,(X) 有 可 数 启 tightness. 国 


由 此 ,C, (P) 没 有 可 数 遍 tightness. 但 是 C , (P) 有 可 数 tightness( 推 论 5.4.3). 


推论 6.2.6 设 X 是 解析 空间 , 则 C, (X) 有 可 数 肩 tightness 当 且 仅 当 X 是 o 其 空间 . 重 


定理 6.2.7 (Arhangelskif1986D)C , (X) 是 Hurewicz 空间 当 且 仅 当 X 是 有 限 集 . 


证 明 若 X 是 有 限 集 , 则 C ,CO=R ”是 a 紧 空 间 , 所 以 C ,CO 是 Hurewicz 空间 . 


反之 , 设 C, (CO 是 Hurewicz 空间 . 先 证 明 X 是 伪 紧 空间 . 若 不 然 , 由 定理 6.2.2 的 证 明 ， 


存在 X 的 可 数 子 集 A={x，: ie N} 和 离散 开 集 列 {U , } 使 得 每 一 x,e U,. 若 f 是 A 上 的 实 值 
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(连续 ) 函 数 , 对 于 每 一 ie N, 存在 f eC(X, 了 及) 使 得 fi (x,)=f(x,) 且 f,(XNU,)={0}. 定义 g: 


X 一 民 使 得 每 一 g(x)= 》f; (x), 则 g 是 X 上 的 连续 函数 且 gj =f. 即 , A 上 的 每 一 实 值 函数 可 


i=] 


以 扩张 为 X 上 的 连续 实 值 函 数 ， 所 以 R^=C , (A)=C , (A|X)=pa (C CO) 是 C， (X) 的 连续 象 ， 


从 而 及 ^ 是 Hurewicz 空间 (练习 6.2.1), 这 与 引 理 6.2.4 相 了 矛盾 . 故 X 是 伪 紧 空间 . 


如 果 和 是 无 限 集 , 则 存在 X 的 可 数 子 集 {z，: ie N} 和 开 集 列 {V, } 使 得 每 一 z, eV, CX 


入 {z，:k<i}. 对 于 每 一 ie N, 存在 h, eC(X, 民 使 得 h,(z,)=1 且 h,(XNV,)={0}. 定义 函数 


9 :XX 一 民 ” 使 得 每 一 p,(9(x))=h, (x)， 其 中 :月 ”一 下 ,= 了 是 投影 函数 ， 则 少 连续 且 当 


izjeN 时 有 9(z,)z 9$(z ;), 所 以 办 (X) 是 及 ”的 无 限 子 集 . 显然 ,9 (X) 是 紧 度 量 空间 .由 推 


论 1.1.10, $ :X 一 8 C9 是 R 商 映 射 , 再 由 定理 6.0.7, C , (8 (X) 可 闭 奏 入 C , (X)， 从 而 


C , (9 (X)) 是 Hurewicz 空间 . 由 9 (X) 是 紧 度 量 空 间 及 推论 5.6.9, C (9 (X)) 是 Polish 空间 ( 即 


引 理 


可 分 的 完全 度量 空间 ) 于 是 Cj (9 (X)) 是 解析 空间 ， 从 而 C , (9 (X)) 也 是 解析 空间 . 


6.2.3, C , (9 (X) 是 0 紧 空 间 , 再 由 定理 6.2.2,，9 (X) 是 有 限 的 , 矛盾 . 故 X 是 有 限 集 . 目 


7 


推论 6.2.8 若 X 是 具有 可 数 基 的 紧 空 间 ， 则 C, (X) 是 解析 空间 . 


证 明 因为 X 是 紧 度量 空间 ， 如 定理 6.2.7 中 关于 9 (X) 的 证 明 , C ,CO 是 解析 空间 . 国 


定理 6.2.5 表明 了 C , (X) 的 可 数 肩 tightness 与 每 一 X" 的 Hurewicz 性 质 之 间 的 联系 . 下 


面 定义 的 性 质 C” 将 建立 C , (X) 的 可 数 强 肩 tightness 与 每 一 X" 的 性 质 C” 之 则 的 联系 . 称 空 


间 X 有 性 质 C”*(property C” Kuratowski[1966])， 若 对 于 X 的 每 履 盖 列 {ZU ,， } 存 在 


U, eZU, (VneNN) 使 得 {U, } ,-N 是 X 的 覆盖 . 


Polish 空间 一 一 > 解析 空间 


Hurewicz 空间 一 一 天 Lindelif 空间 . 
广义 可 数 空间 一 其 性 质 C” 一 


图 ”Lindel6f 空间 类 


242 


由 引 理 6.2.3, 无 理 数 空间 P 是 非 Hurewicz 空间 的 Polish 空间 . 有 理 数 空间 Q 是 非 Polish 


引 理 6.2.9 (Sakai[1988]) 单 位 闭 区 间 I 不 具有 性 质 C”. 


证 明 对 于 每 一 ne N, 让 WU, 是 I 的 全 体 Lebesgue 测度 不 超过 1/2”" 的 开 集 族 . 若 I 有 性 


质 C ， 则 存在 U， GE ZY, 使 得 三 U neN U， > 于 是 1< 之 neN mM(U, ) < 之 neN 1/2"" =1/2， 矛盾 . 


故 I 不 共有 性 质 C”. 和 


推论 6.2.10 (Sakai[1988]) 若 空间 X 具有 性 质 C”， 则 Ind(X)=0. 


证 明 由 推论 2.1.11， 只 须 证 明 ind(X)=0. 对 于 每 一 xEeX 及 x 在 X 中 的 邻 域 U, 存在 


fe C,(X, 了 D 使 得 f(x)=1 且 f(X NU)cC{0}. 因为 和 具有 性 质 C” 所 以 f(X) 也 具有 性 质 C”， 


引 理 6.2.9, f(X) 冯 [0, 1]， 即 存在 ye(0, 1) Nf(X), 于 是 xef i((y, 1 三 U 且 f71((y, 1D 是 X 


开 闭 集 . 故 ind(X)=0， 从 而 IndCX)=0. 国 


定理 6.2.11 (Sakai[1988]) 对 于 空间 X 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(DC，,CO 有 可 数 强 扇 fghtness; 


(2) X 的 每 一 开 @ 覆盖 列 {U , } 存 在 U, sU (VneNN) 使 得 {U, }N 是 X 的 mw 覆盖; 


(3) 对 于 每 一 neEN,X7" 有 性 质 C” 


证 明 定理 5.4.8 已 证 明了 () 全 O). 下 面 证 明 C2) 僵 (3). 


空间 的 G 紧 空 间 , 解析 空间 且 具 有 性 质 C” 引 理 6.2.9 和 例 6.2.12 将 进一步 说 明 一 些 不 理念 


由 


的 


(G) 一 0). 设 对 于 每 一 ne N， 积 空间 X ”有 性 质 C” 让 {UW, } 是 空间 X 的 开 w 覆盖 列 . 按 


对 角 线 方式 重 排 集 列 {WU } ,ny 为 {WU} wey . 对 于 每 一 m meN, 令 V =(U"CX"”: 


UeU,,}. 对 于 每 一 me N， 由 于 {xj,X,5,.…,X,,} CU 当 且 仅 当 (x , x,,..., xX,,)eU”, 所 以 


m 


Vs 是 X” 的 开 覆 盖 . 由 性 质 C"， 对 于 X" 的 开 履 盖 列 {V，} sn 存在 U EU (Vne N) 


{U, } nn 是 六 的 @ 覆盖 . 


(2) 和 过 (3). 设 空间 X 的 每 一 开 Q@ 履 盖 列 {U  }, 存在 U, eV, (Vn eNN) 使 得 {U, } ,an 是 
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使 得 {U ww } jn 是 X” 的 覆盖 ， 则 {UD ww } ,en 是 X 的 @ 覆盖 . 故 存在 U, e WU, (Vn eNN) 使 得 


X 的 @ 覆盖 . 首先 , 证 明 X 有 性 质 C”. 对 于 X 的 每 一 开 有 覆盖 列 {U , } ,-N， 重 排 {Z，}，eN 为 


{U weN :对 于 每 一 meN, 让 Yu=U， V=UUV : UeW,s, VE,s)}, 


Vi=IUUVUW:UEU VEeU ,WEU .这 时 , 若 A={x1,X,,.…,X, } 是 XX 的 有 


= 


民 子 集 ， 则 存在 VeV 使 得 AcV, 所 以 Vi =U jenV 


以 是 X 的 开 w 禾 盖 . 于 是 存在 


VEeZ, (VEeNI) 使 得 [V，} men 是 XX 的 @ 覆盖 . 故 存在 U, e WU, (VneN) 使 得 {U ，} 


是 X 的 覆盖 ,因此 X 有 性 质 C”. 其 次 , 证 明 X” 有 性 质 C”* 设 {G, } 是 X 的 开 @w 覆盖 列 . 吐 


有 实 上; 


由 


FH,={HCX:H 是 X 的 开 集 且 存在 Ge 9G ,使 得 HxHSG}, 则 多, 是 X 的 开 @ 覆盖 . 


设 {x1, x5). XCX, 令 F-fGci XxX;)eX”:i,j<m}, 则 存在 Ge ,使 得 FcG 对 于 每 


一 让 jz<m 存在 X 的 开 集 V; 和 U, 使 得 (x,;, x;)eV;xU;Cc6G 令 


Li 


H=U izm( 人 全 则 瑞 是 X 的 开 集 ， {xi,x， ,xcCH 且 HxHc G. 由 


条 件 , 存在 H，sZ,(vns N) 使 得 {H, } ,en 是 X 的 @ 覆盖, 于 是 {H, xH, jeN 是 X 的 @ 


覆盖 . 对 于 每 一 neN, 选取 G, eG 使 得 H, xH, CCG,. 则 {G,},wn 是 X 的 @ 和 覆盖. 因 


此 X* 有 性 质 C”. 


对 于 每 一 ne N， 由 上 述 所 证 知 , 积 空间 X” 具 有 性 质 C”, 而 X" 可 闭 骨 入 X2 且 性 质 C” 


是 闭 遗 传 性 质 , 所 以 X" 有 性 质 C” 和 


由 引 理 6.2.9 和 定理 6.2.3, C , (TD 没 有 可 数 强 扇 tightness, 但 是 C , (D 有 可 数 启 tightness. 

例 6.2.12 Fortissimo 空间 (Steen, Seebach[1978]): 广义 可 数 的 非 o 紧 空 间 . 

对 于 不 可 数 集合 X, 取 定 p 为 X 的 一 个 特殊 点 . 在 X 上 赋予 Fortissimo 拓扑 (Fortissimo 
topology): 对 于 X 的 子 集 RE 是 X 的 闭 集 当 且 仅 当 或 者 peE 或 者 F 是 可 数 集 . 具有 


Fortissimo 拓扑 的 集合 X 称 为 Fortissimo 空间 (Fortissimo space)， 记 为 X(p). 显然 ,X(p) 是 正则 


的 Lindel6f 空间 . 


由 定义 易 验 证 ,X(p) 是 广义 可 数 空间 . 设 K 是 X(p) 的 紧 子 集 且 peK. 若 人 是 无 限 集 ， 取 


KNN{p} 的 无 限 子 集 {x ，: neN}, 那么 K 的 开 和 覆盖 {X(p) 信 {x,，: neN}}U{{x,} :neN} 不 


含有 有 限 子 覆 盖 ， 矛盾 . 从 而 X(p) 的 紧 子 集 是 有 限 集 ， 故 X(p) 不 是 o 紧 空间 . 
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由 例 5.5.7 的 说 明 , C , (X(p)) 是 Fréchet 空间 .时 


练习 
6.2.1 Hurewicz 空间 性 质 或 性 质 C* 具 有 : (1) 闭 遗 传 性 质 ; (2) 可 数 闭 和 定理 成 立 ; (3) 


连续 函数 保持 . 


6.2.2 设 X 是 Lindelof 的 P 空间 , 证 明 : C , (X) 有 可 数 tightness. 


6.2.3 ”每 一 (T1)P 空间 的 可 数 子 集 是 闭 离散 子 集 . 


6.2.4 设 X 是 紧 空 间 且 函 数 空间 C,，(X?) 同 豚 于 C ,(Y”),， 则 YY 是 紧 空间 . 


$6.3 ”Baire 空间 


本 节 介 绍 C ,理论 中 的 Baire 空间 性 质 和 函数 空间 C , CX) 含 有 积 空间 R“ 的 Gy 集 和 F。 


pT 


集 性 质 . 这 是 85.6 中 讨论 C。(X) 完 全 性 的 继续 . 先 证 明 著名 的 Pytkeev 定理 


引 理 6.3.1 设 J 是 及 的 闭 区 间 , feC(X, 了 ), A, FF 分 别 是 X 的 闭 集 和 有 限 集 ，s >0, heJ "使 


得 对 于 每 一 xeF 门 A 有 |hGo<fool<s . 则 存在 ge C(X, 了 使 得 gr=h 且 对 于 每 一 xeA 有 


lgC) fx)|< e. 


证 明 ”选取 空间 X 的 互 不 相交 的 开 集 族 {U ,} ,使 得 对 于 每 一 xeF 有 xeU, 目 当 xeF 


NA 时 有 U,cXNA. 对 于 每 一 xeE 让 J 了, 是 以 0 和 h(x)f(x) 为 端点 的 闭 区 间 , 并 且 取 


9 eC(X, J ) 使 得 @ (x)=h(x)-f(x)H9 ,XNU,)={0}. 令 0= 人 2>.59 ,, 则 0 e CCX). 


下 面 通过 0 的 截断 函数 来 构造 所 需 的 函数 g. 记 J=[a, b], 对 于 每 一 xeX, 若 0(x)>b, 定义 


g(X)=b; 若 0 (x)e [a, b], 定义 g(x)=0 CO; 若 0(x)<a, 定义 g(x)=a. 则 g 是 所 要 寻找 的 函数 . 


定理 6.3.2 (Pytkeev 定理 [1985])C , (X) 是 Baire 空间 当 且 仅 当 X 的 每 一 有 限 子 集 的 互 不 


相交 序列 有 强 离散 的 子 序列 . 
证 明 ”必要 性 来 自 定 理 5.6.13， 下面 证 明 充 分 性 . 


设 U 是 积 空间 有 RX 的 所 有 形 如 W(f, FE 82 ) 的 基本 开 集 的 族 , 其 中 W(t, E 2)={geR*: 
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对 于 每 一 xeF 有 |f(x)-g(x)|<e }, fe R*,F 是 X 的 非 空 有 限 子 集 且 & >0. 注意 到 , 若 ge RR* 使 


SN 


时 gp=fe, 则 geW(f, RER 85) 对 于 每 一 U=W(f, R 8)eW, 定义 SCU)=R m(U)=sup{lgCo| : 


geU 且 xeF)}. 这 时 0<m(U)<+%. 设 {F, } 是 空间 C , (X) 的 无 处 稠密 集 的 序列 . 因为 C , (X) 


是 RX 的 稠密 子 集 ， 所 以 每 一 ,是 RX 的 无 处 稠密 集 . 不 妨 设 每 一 FCF . 


用 归纳 方法 定义 如 下 3 个 序列 : X 的 有 限 子 集 的 递增 序列 {S ,; }, 正 数 的 递减 数列 {m, } 


和 的 有 限 子 集 的 集 列 {UW, } 满 足 : 对 于 每 一 neN 有 


且 


C4 


(2.1) 对 于 每 一 UeU,, 存在 UeU,， 使 得 叮 己 UU; 
(2.2) UNF, = 人 ，VUeEU 
(2.3) S(D CS,, VUe,: 


(2.4) mU)<m,, VUe,; 


(2.5) 对 于 每 一 fe[-m, , m, ] , 存在 UeU 使 得 UcW(,S,, 1/n). 


因为 FE 是 X 的 无 处 稠密 集 , 取 Ue 弘 使 得 U 站 Fi= 名 (练习 1.7.4), 让 S1=S(U), mi=m(U) 


={U}. 假设 已 构造 了 S, , m, 和 具有 性 质 (2.1)~(2.5). 让 2=[-m, ,m,]*, 则 乙 是 紧 


子 空间 ,存在 Z 的 有 限 子 集 {f,} ,4 使 得 Zc U ,WE,,S, ,12n). 令 GEU ULIU ja WH, 


S , , 1/2n)}. 对 于 每 一 He 多 , 存在 Un eV 使 得 Uy CHNEF,,i (利用 F,, 的 无 处 稠密 性 )， 定 


必 S11=S, UU He 有 SCUH ))， mijn =m, + 2 nzmUn), U1={Un : HeF}. 显然 ， 它们 


UneW,,, 让 geUyp xEeS 


有 性 质 (2.1)~(2.4). 设 fe[-m,, m，,] ,存在 i<k 使 得 fe H=W(f,,S 


，1/2n)， 则 


n 


， 那 么 [foo-gCoO<S|foof CoOHE (x)-gC)|<1/2n+1/2n=1/n, 于 


n 


是 Us CW(,S,, 1/n). 


由 充分 性 的 假设 , X 的 有 


一 

KI 

-Ny 
I 


集 的 互 不 相交 的 序列 {S,,, NS , } 有 强 离散 的 子 序列 {S ,,， 


NS } 其 中 不 妨 设 每 一 nt >max{n +2, 2k+1}. 依 下 述 方式 重 排 所 得 到 的 序列 的 项 :对 


于 每 一 keN, 置 T,_1=S n° Tor=S 1, Mri=m, , Mr =m 


Vs =U ,Dor =U 1 


ntl? 
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则 新 序列 满足 下 述 条 件 : 对 于 每 一 neN 有 


(2.60) VF, =G, VVery,. 
(2.7)S(V ET,, VVery,: 


(2.8) f(S(V) IM,,M,], VfeVey, 


(2.9) 对 于 每 一 fe[-M ,, M, ] ,存在 VeZ， 使 得 VCWGT，, lm 


中 


事实 上 ,不 妨 设 n=2k. 让 VeZ， 则 Ve Vy =U i 由 于 nk >2k1， 所 以 n<nk+l1， 于 


是 F, CF,n， 从 而 VF,= 儿 ; 同时 ,SV)ScSasTx=T，; 对 于 每 一 fevV, 


f(S(V) Cf-m, a m=[M ya My]=[-M, , M, ]. 再 设 fe[-M,,, M, ]*， 由 (2.5)， 存在 


Ue WU ,2=V ,ni 使 得 UCWG, Sw， 1 +1). 因为 ni >nk+2, 所 以 T=Sy CS 


又 因为 Ha, +1)<1/2k=1/n, 于 是 UCcW(f,T, , 1/n). 


(2.10)T NT CW 
(2.1D Ty MN Wy,=8. 
定义 


(2.12)D ,, =XNU ,Wo,,. 


归纳 方法 定义 4 个 附加 的 序列 : 正 偶数 的 


则 {D> } 是 X 的 履 盖 且 每 一 T,, cD, .下面 再 


递增 序列 人, 红 的 序列 {V , }, C, (30) 的 序列 {f,, } 和 正 数 的 序列 {6 ，} 满 足 : 对 于 每 一 ne N 


有 


(213) E ,1 < 6 ， 12; 


n+ 
QD WE,,T,; ,3 ,) CCV, eV,; 
QQ15)f, ef-M, ,M, 1*; 


(2.16) 人， CO CKE,, Vxe D;. 


先 让 j1=2, VieV,,feVi. 由 (2.8),f(S(V1)) cI-M,,M,]. 再 由 引 理 6.3.1( 或 引 理 4.5.5)， 
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存在 fi eC , (X, [M，，M;]) 使 得 对 于 每 一 xeS(V1) 有 fi)=f(x). 那么 fi eV1. 由 (2.6)， 


aa 
[一 


. 假设 


S(V1) 二 T,, 所 以 存在 & 1>0 


使 得 WG ,T,,3E1)cV 


有 性 质 (2.13)~(2.16). 取 定 偶数 j ,>max{j ,1+1/8 ,}. 


构造 了 j,,V,,f, 和 8 ， 


有 具 


一 


(2.15)，(2.9)，C.D 及 j,, j, >2, 


存在 V ,wn sg 使 得 Vy CWG, ,TT; 1，1G,w-D))， 取 定 fe Vs. 由 (2.10) 和 (2.12), 


~T, jcW, cXN\ND, ,CcXND,,, 
| Jn+l Ja+l Ja+l 


又 


SCV i) ND,; CST, ND,; Tua; 


而 在 引 理 6.3.1， 


f, el-M; ,M ) Fs 因 


三 | 


导 对 于 


存在 人 eC p (X, FM A M J ]) 使 


xcD 1) 有 上任 GO- Go|<1 n+l -1D)<é je 从 而 fi E Vig 了 


Wa, ,T 


j.3E m4)CV an 因此， 条件 (2.13)~(2.16) 成 立 . 


n+l1? 


条 件 (2.16) 可 修改 为 


(2.17) 当 m,n>k 且 xeD ;时 有 上 ;Cf GC)|<282 7. 


设 


E 


妨 


不 


m>n, 


ey 


Ef; OF, CSP; CF CORF..+l CGO- CE i++E jdt+E, <E, /2 


E /2+E “26, S26E 7. 


特别 地 ，(2.17) 表 明 对 于 每 一 ke N, 在 D ; 上 {f, } 是 一 致 收敛 的 序列 . 


| 


F 某 一 feR* 


点 态 收敛 有 t 在 D， 上 的 限 和 


站 


三 


到 


后 


如 果 m>n， 


(2.17), EE 


m 


再 | 


Tv de EY 


(2.8) 和 (2.15), f(S(V jn ) CIM,,, M,,] 


XE S(V ,, ) 有 fi (x)=f(x)， 且 对 二 


(2.16) 


是 连续 的 . 由 于 {W > } 的 离散 改 


再 由 (2.7), SV ,4)cT， ， 所 以 


在 取 A=D ;, F=S(V ,1)，E=1/G oa -DD),h=fe， 那 么 


F 每 一 


『 是 存在 0< 6 , ,1 < 6 ,/2 使 得 


和 (2.13) 有 
Me 
因而 在 X 上 {f,} 


E， 押 以 fsC ,CX). 


FE 明 对 于 每 一 ne N 有 feV,. 让 xeT; ,由 (2.7), (2.1D 及 CQ2.12), xsT)， CD ，. 


CO-f, (2)|<2&8 ,. 这 表明 [f(x)-f, CG)|<2e ,<38 ,. 由 (2.14), fe Wef,， 


(2.6), fgF ; .从 而 , fg UNE) =U NE 故 CGO 是 第 二 范畴 


的 ， 由 定理 1.7.7, 所 以 C , (X) 是 Baire 空间 . 轿 
由 推论 2.5.13, 及 ”是 Baire 空间 . 这 一 结果 也 可 从 定理 6.3.2 导出 . 设 集 合 X 赋予 离散 拓 
扑 ， 则 空间 X 的 每 一 有 限 子 集 的 互 不 相交 序列 有 强 离 散 的 子 序列 ， 由 定理 6.3.2, C , (X)=R™ 
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是 Baire 空间 . 


推论 6.3.3 设 C,(X) 是 Baire 空间 . 若 立 是 X 的 子 空间 , 则 C ,(Y) 是 Baire 空间 . 


证 明 由 于 定理 6.3.2 中 的 充分 性 条 件 是 遗传 性 质 , 所 以 若 Y 是 X 的 子 空间 , 则 C , (Y) 


是 Baire 空间 . 目 


问题 6.3.4 (Lutzer McCoy[1980]) 如 果 对 于 空间 X 的 每 一 可 数 子 空间 立 C 5 (Y) 是 Baire 


| 


空间 ,C, (X) 是 否 是 Baire 空间 ? 


推论 6.3.5 若 {C , (X;)} is 是 Baire 空间 族 , 则 TL_,C ,(X;) 是 Baire 空间 . 


证 明 ”因为 每 一 C, (X; ) 是 Baire 空间 ,所 以 每 一 X ;满足 定理 6.3.2 的 充分 性 条 件 , 于 


是 田 i、X; 也 满足 定理 6.3.2 的 充分 性 条 件 , 故 C,( 田 i.、X;) 是 Baire 空间 . 由 推论 4.5.17， 


积 空间 [LAC，,(CXa) 同 胚 于 函数 空间 C, (四 ;Xi ), 因此 TC ,(X) 是 Baire 空间 . 国 


下 面 利用 完全 性 介绍 函数 空间 C ,CO 含有 及 > 的 Gs 集 的 特征 . C ,Cg 总 是 及 ”的 稠密 子 


Nm 
7 
= 


究 表明 当 C , (X) 含 有 R* (稠密 ) 的 Gs 集 时 空间 X 具有 特殊 的 性 质 . 


定理 6.3.6 (Dijkstra, Grilliot, van Mil Lutzer[1985]) 空 间 C，(X) 含 有 了 “稠密 的 Gy， 集 当 


且 仅 当 X 是 离散 空间 从 而 C , (X)=R”. 


证 明 若 X 是 离散 空间 , 则 C ,(X)=R” 是 RR” 稠密 的 Gs 集 . 若 X 不 是 离散 空间 ,存在 


函数 fe 民 ”、\C ,CO. 定义 函数 01: 及 ”一 及 “使 得 对 于 每 一 gs 及 “有 0 (g)=ftg. 则 0, 是 


同 胚 且 0; (C , (X)) Cc R*NC, (X). 因为 RX 是 Baire 空 间 , 若 C ,CO 含有 了 “的 稠密 的 Gy 集 , 


则 及 ”NC ,CO 也 含有 R “的 稠密 的 G; 集 , 于 是 及” 中 存在 可 数 个 开 稠密 子 集 之 交集 是 空 集 , 


这 与 R” 是 Baire 空间 相 矛 盾 . 故 C ,CO 不 可 能 含有 R “的 稠密 的 Gs 集 . 四 


推论 6.3.7 若 空 间 C ,CO 含有 稠密 的 Cech 完全 子 空间 ,， 则 X 是 可 数 的 离散 空间 . 


证 明 设 Z 是 空间 C, (CO 稠密 的 Cech 完 全 子 空间 , 则 ZZ 是 RR” 筒 密 的 Cech 完全 子 空间 . 


对 于 及 的 任 一 T, 紧 化 立 则 也 是 乙 的 T, 紧 化 , 于 是 乙 是 Y 的 G; 集 ， 从 而 Z 是 RX 的 


Gy 集 . 由 于 定理 6.3.6, X 是 离散 空间 , 故 C, (X)=R”. 
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由 于 C , (X) 是 齐 性 空间 , 不 妨 设 X 上 的 零 


函数 fy sZ. 又 由 于 Z 是 q 空间 , 于 是 存在 


CC9 中 fu 的 基本 开 邻 域 列 {Wdo,A,，2 ,，)} 使 得 {W(f0,A;，E Zi 是 fo 在 乙 中 的 q 序 


列 . 若 存在 xsX NU NA，， 


那么 对 于 每 一 ne N, 因为 Z 是 C , C9 的 稠密 子 集 ， 存在 


g, EX， +2)] 站 wd A,，2 ,)NZ 序列 {g , } 在 Z 中 没有 聚 点 , 矛盾. 因此 ， 


X=U ,nA，. 故 X 是 可 数 空间 . 国 


定理 6.3.8 (Lutzer McCoy[1980]) 空 间 C , (X) 含 有 R” 的 非 空 的 Gs 集 当 且 仅 当 X 是 可 


数 空间 与 离散 空间 的 拓扑 和 . 


证 明 设 fe 站 ,wnW,cC,(X), 其 中 每 一 W,={ge 民 ”: 对 于 每 一 xeX, 有 


lgCoO-fool<s }，e, >0, X, 是 X 的 非 空 有 限 子 集 . 令 Y=U ,wnX,, 2Z=XNY. 则 YY 是 可 数 空 


间 ， 下 面 证 明 Z 是 X 的 既 开 且 


gsC ,CO 


| 闭 的 离散 子 空间 . 注意 到 ,如 果 对 于 gs 及 “有 gv=flv， 则 


首先 ,YY 含有 X 中 的 所 有 聚 点 . 若 存 在 X 的 聚 点 xeZ, 定义 g :X 一 民 使 得 当 ye X、{x} 


时 有 g(y)=f(y) HL g(x)=f(x)+1. 1 


于 gjy=fiy， 所 以 g 是 连续 的 . 又 


间 X 的 稠密 子 集 ， 于 是 仁 g, 矛 


当 yeZ 时 g(y)=f(x)+1. 由 于 gjy=fly,， 所 以 g 是 连续 的 . 又 | 


征 . 因而 Z 是 XX 的 开 离 散 子 空间 . 


于 XN{x} 是 Hausdorff 空 


其 次 ,Z 是 X 的 闭 集 . 设 Z 在 X 中 有 聚 点 xe 立 定义 g:X 一 及 使 得 当 yeY 时 g(y)=f(y)， 


于 x 是 Z 的 聚 点 且 g 在 Z 上 取 


常 值 , 于 是 g(x)=f(x)+1, 矛盾 . 所 以 Z 是 X 的 闭 子 集 . 从 而 Z 是 X 的 既 开 且 闭 的 离散 子 空间 . 


总 之 ,X 是 可 数 空 间 Y 立 与 离散 空间 Z 的 拓扑 和 . 


有 反之, 设 X 是 Y 和 ZZ 的 拓扑 和 ,其 中 Y 是 可 数 的 且 Z 是 离散 的 . 则 C , (%) 同 胚 于 


C ,(Y)x 民 ”CRRX. 设 feC,(Y), 因为 R" 是 可 度量 化 的 , 是正" 中 的 Gs 集 . 因而 {f}x 民 。 


是 RX 中 的 非 空 的 G。 集 且 含 于 


C ,(Y)x 了 “中 . 国 


下 面 讨论 C， (CX) 含 有 Rx 的 F。 子 集 时 底 空间 X 的 性 质 


定理 6.3.9 (Dijkstra, Grilliot, van Mill, Lutzer[1985]) 如 果 C 本 CO 是 及 “的 F。 子 集 , 则 X 
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是 离散 空间 . 


证 明 若 X 不 是 离散 空间 , 设 xo 是 X 的 非 孤 


立 点 , 且 U ,sgE, =C，(CX),， 其 中 每 一 F, 是 R“ 的 


闭 子 集 , Fo= 名 .用 归纳 法 构造 I” 的 序列 {f, } 及 


xo 的 开 邻 域 列 {U，} 使 得 对 于 每 一 ne N 有 


| 十 
(9.1) 工 ， 3 0 2 1 1 


归纳 法 构造 f， 及 1 ， 


2 DO Ue 


(9.3) f, (Xo0)=1; 


(9PDE, on) =12 


(9.5) fa ) 是 连续 的 ; 
《9.0) fi KU = xu， ， 


(9.7) 若 feR* 满 足 flexvu vr) = (X\U, {0}? 则 fgF,. 


先 定义 fo :对 一 I 使 得 fo(x 0)=1, fo(X NN{xo ={0}, 且 让 U6=X. 假设 对 于 0<i<n 已 构 


造 了 满足 条 件 的 f; 和 U ,;. 由 完全 正则 性 , 存在 ge C(X, [0, 2™]】) 满 足 g(x o)=2“ 且 g(X、 


dln 


U,)c {0}. 定义 f,,: 义 瑟 I 使 得 


1 ;X= Xo 
f ,1 (X)= ， -(n+1) ' 
f' (x)+min{2 , 2(X)} ,XXo0 


由 于 集合 V=g - (2 -0 ，2-wD) 是 x ,的 邻 域 且 VcU，,， 所 以 


f | 三 12 +2 =1-2-”*9 ,因为 xo 是 X 的 非 殊 立 点 ,于 是 f,, 在 x 不 连续 ,从 而 


nt |V\{xo 


f ， | ZF,,. 又 因为 F,,, 是 了 及“ 的 闭 集 , 存在 X 的 有 限 子 集 A 和 & >0 使 得 WGf,,, A, 


2) 门 Fw = 名 ,如果 feR” 且 f=fin ja， 那么 人 fF, 因此, Un =(VNA)U {xo} 是 所 求 


的 x 的 邻 域 ， 归纳 法 完成 . 


由 (9.1), 存在 全 lim , 、,f, ， 由 (9.6) 和 (9.2), 对 于 每 一 neN 有 fiw ws) =f pov yuoy; 
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并 


中 


(9.7), fg NE，. 然而 , f 是 连续 的 . 事实 上 , 如 果 xseXN 站 AU，， 由 (9.2)， 存 在 


neKN 使 得 xe U, ， 由 (9.6) 和 (9.5), f 在 x 连续. 如 果 xe 门 NU,, 那么 每 一 U, 是 x 的 邻 域 


n 


el 


目 


(9.3) 和 (9.4), f, (UV, )C{12 ", 1}. 


(9.1), f(U, ) 三 [1-2“, 1], 于 是 f(x)=1, 因此 f 在 x 


连续 . 故 feC, CONU ,nF,. 矛盾 . 国 


练习 


6.3.1 设 X 是 Michael 空间 ( 例 3.6.14). 证 明 : C ,Cg 是 Baire 空间 . 
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